Les quantificateurs et les différents types de ra@nements

Les quantificateurs

La proposition "l'hiver, il pleut” a un sens vag@n peut comprendre que "tous les jours d'hiverieilit"

ou bien que "certains jours d'hiver, il pleut”.

De facon analogue, la propositiox = x2* est incompléte puisqu’elle peut signifier "ilig® au moins un
nombre réek tel quex = X" qui est une proposition vraie ou bien "quel goé le nombre réel, nous
avonsx = x2" qui est une proposition fausse.

Les expressions "il existe au moins un ..." et I'gue soit ..." s'appellent des quantificateussérvent a
préciser quels sont les éléments qui vérifientpnogriété : "tous” ou "certains”.

Compléter par un quantificateur les propositiongasntes afin qu'elles soient vraies :

1) x+1)2=x+1 2)k+1)25¢+Xx+1 3)alb-c)+b(c-a)+c@a-b)=0 4);-2¢+1=0

Négation de propositions contenant un quantificateu
La négation de la proposition : "tout nombre restlieférieur ou égal a son carré”
un nombre réel supérieur a son carre”.

est "il existanmins

D'une fagon générale, on forme a négation de lpgsition :
- "tous lesA sontB" en écrivant "il existe au moins #nqui est norB"
- "il existe au moins uA qui estB" en écrivant "tous lea sont norB"

Ecrire la négation de chacune des propositionsastas ; indiquer la valeur de vérité ( vraie owsfau) de
la proposition et celle de sa négation.

1) Il existe au moins un diviseur de 12 qui n'est pn diviseur de 18.

2) Toute fonction qui n'est pas paire est impaire.

3) Dans tout triangle, I'orthocentre est intériaurtriangle.

Les types de raisonnements

A. Raisonnement par implications

Démontrer par implications successives queesi 0, alors le trinbm&(x) = ax? + bx + ¢ a deux racines de
signes contraires.

indication : étudier le signe du discriminant égllation puis celui du produit des racines

B. Raisonnement par équivalences
Soit un triangleABC. On noteH le projeté orthogonal du poim sur le coté BC]. Démontrer par

éguivalences successives que le triaAl€ est rectangle eA si et seulement giHz2 = - I%I—PC

indication : exprimer a l'aide du produit scaldicgthogonalité des vecteursB et AC puis décomposer
ces deux vecteurs en faisant intervenir le piint

C. Raisonnement par contraposition

Les deux implications ( 9 alorsQ ) et ( si nonQ alors nonP ) ont méme valeur de vérité : elles gont
toutes deux vraies ou toutes les deux fausses.démoontrer I'une, on peut aussi bien démontretréasi
la démonstration est plus simple.

2p (pOIN ) désigne un entier naturel pair @t21 (pJIN ) désigne un entier naturel impair.

a) Prouver que le carré d'un entier naturel paiuegntier naturel pair.

b) Prouver que le carré d'un entier naturel imgsirun entier naturel impair.

c) Démontrer que si le carkéd'un entier natured est pair alorg est pair.

indication : utiliser la contraposée de "si le éa& d'un entier naturet est pair alorx est pair" pour
effectuer la démonstration.

D. Raisonnement par l'absurde

Le raisonnement par l'absurde consiste a prendreneohypothése la proposition contraire de celle que
I'on veut démontrer et a déduire une contradicti®eci prouve que I'hypothése qu'on a faite estsiaes
gue son contraire est vrai.




Démontrer que le nomb1\é§ est un irrationnel.

indication : considérer la négation de la propositiecherchée : "il existe une fraction wreducetgplavec

X X o . A o .
xON et yOIN* telle quey, = A2 " Comme)—/ =+/2 équivaut &2 = 22, en déduire qu'il existe un entier
naturelx' tel quex = 2X' puis qu'il existe un entier naturgltel quey = 2y’ ( utiliser le C ). Prouver alors

X o .
que; n'est pas irréductible.

E. Raisonnement par disjonction des cas

Si une propriété est vraie pour tout élément dpsrtie E d'un ensemble et fausse pour tout élément de
l'autre partie ( ou des autres parties ) de I'ebsenalors tout élément pour lagquelle la propregévraie
appartient a la partie.

Soit ¢ la médiatrice du segmenfB] et 1t le demi-plan ouvert de frontieré contenant le poinA.
Démontrer que tout poimd vérifiantMA < MB appartient at

indication : examiner les cadll, MO<$ etMOTt ( ouTt est l'autre demi-plan ouvert )

F. Le contre-exemple
|Pour démontrer qu'une proposition est fausseffit sie donner un cas particulier qui la met enadéf
Démontrer que la proposition suivante est fausgaels que soient les nombres réebktb :

J@ = + 2

G. Raisonnement par récurrence

On ['utilise pour démontrer qu'une proposition gépend d'un nombre entier est vraie pour tous les
nombres entiers. Le principe repose sur l'idée gjua propriété est établie au ranget qu'on sait en
déduire qu'elle est vraie au rang suivant 1, de proche en proche a partir du rang inibal,peut en
déduire qu'elle est vraie pour tous les entiers.

On vérifie que la propriété est vraie au rangahiti

On suppose qu'elle est vraie au rgngt avec cette hypothése, on la démontre au paRd..
Soit la suite () définie pary = 2 etun + 1 =\/Un

Démontrer par récurrence que la suitg)(est minorée par 1.

Démontrer par récurrence que la suite)(est décroissante.

H. Le principe des tiroirs

Lorsgu'on range des objets dans des tiroirs etf'gne plus d'objets que de tiroirs, alors il yratuoirs
qui contient au moins deux objets.

Cette évidence qui saute aux yeux s'est vu dectrigre pompeux de principe : principe des tsoiu
principe de Dirichlet ( du nom du célébre mathéoiati allemand du XIX" siecle ). D'apparence
simpliste, cette proposition se révele un outilspant dans de nombreux domaines : arithmétique,
dénombrement, vie sociale, ...

1) Les spécialistes sont d'accord : un individyaraais plus de 350 000 cheveux sur la téte. Mooyt
existe a Paris deux personnes ( au moins ) ayactement le méme nombre de cheveux.

indication : Tiroirs : les nombres de 1 a 350 O@bjets : les habitants de Paris

2) (les nombres jumeaux ) Prendre au hasard 1bmesnentre 1 et 99. Vérifier que I'on peut trouleux

de ces nombres tels que leur différence ( "le ghasd diminué du plus petit" ) soit un nombre jumea
c'est-a-dire un nombre a deux chiffres identiquasnime 33, 77 ou 88 ...)

indication : en appliquant le principe des tiroinspntrer que parmi 12 nombres distincts, il en texis
toujours deux qui ont le méme reste dans la dinip@ar 11.

Que dire de leur différence ?




