Des applications du raisonnement par récurrence

A) Dérivée dex — x", nOZ*, xOR+
1) Soitf la fonction définie suR par f (x) = x" ounJIN*
Démontrer en utilisant le raisonnement par récweeuef '(x) = nx"™*

2) Considérons maintenant la fonctigdéfinie suR* par g(x) = in nCJIN*
X

Prouver que, pour tout]IN* et pour toutx(JR*, on a g(x) = x™" et g'(x) = —nx "™
3) Justifier alors le théoréme : Pour taiZ*, pour toutxOR*, Si f (x) = x" alors f'(x) =nx"".
Utiliser ce théoreme pour calculer les dérivéesfdactions suivantes :

- 1 2
aX- X b)X-—= C)X--——
X X

B) Etude des propriétés d'une suite
Soit la suite récurrente définie par son premienéu, =0 et la relation de récurrence : pour toufiN,

Uy =4/U, +6.
1) Démontrer par récurrence que la suite est majoaé 3.
2) Veérifier queu, <u,.
Démontrer que sij, <u,,, alorsu.,, <u,,,
Ce qui précéde permet-il d'affirmer que la suit@ €st strictement croissante ?

. Cas du déplacement de ti
C) Jeu des tours de Hanoi disques de la tiga alatigeC.

On considere trois lignes verticalésB etC. Le jeu consiste a amener sur la

tige C les disques empilés sur la tigePour cela, on utilise la tiggcomme

intermédiaire en respectant les régles suivantes :

- On ne déplace qu'un disque a la fois A B ¢

- Tout disque doit étre au-dessus d'un disque ataétre supérieur. _L

1) Soitd, le nombre minimal de déplacementgiésignant le nombre de

disques. A B C
Prouver que la suitel{) est définie pad, =1 etd ,, =2d, +1 _L

2) Calculerdz, d3, d4 et d5

3) Conjecturer une expressiondjeen fonction den. A B C
La démontrer par récurrence.
D) Une autre suite A B C
Soit la suite @) définie par son premier termg =1 et la relation de
récurrence : pour tout entier natunglu, ,, = 2u, + 2™ . —_
1) Calculerul, Uy, Uz, Uy €t Us. A B C
2) Conjecturer une relation entoe et 2", vraie pour tout entier natunel
Démontrer cette relation par récurrence. ) |
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