Fonction logarithme népérien

I. La fonction logarithme népérien
1) Définition
La fonction logarithme népérien est une fonctiaster In, qui vérifie les propriétés suivantes :

elle est définie sur l'intervalle ]O osf ;
In1=0;

elle est dérivable sur ]O pof et sa dérivee est la fonction inverse, soitxjln= %

2) Quelques propriétés autour de cette définition

« Lafonction In étant dérivable sur ]0 ¢f; elle est continue sur cet intervalle.

» Lafonction In a pour dérivé)%:: on dit aussi qué a pourprimitive In x sur I'intervalle ]O ; +o[.

II. Les propriétés algébriques de la fonction In
1) Propriété fondamentale

Pour tous réels strictement positfgtb, on a :
Inab=Ina+Inb.

Démonstration

Soita un nombre réel strictement positif ; considér@nfhctiong définie sur 0 ; ¢o[ par
g(x) =In@x) —Ina— Inx.

Elle est dérivable sur son ensemble de définittaaalérivée vaut :

Comme sa dérivée est nulle sur ]3[;+on sait quey est une fonction constante.
Pour toutx, g(x) =g(1) = Ina—Ina—-In1=0.

Par suite, pour towtréel, Inex) —Ina—Inx =10, donc Inx=Ina+ Inx.

En faisani = b, on obtient le résultat attendu.

2) Conséquence : les autres propriétés algébriques

Pour tous réels strictement posi@fetb, et tout entier relati, on a :

1
In==—1Inb
ne n
In2=Ina-Inb
nE=Ina-in
Ina"=nlna

In\/E:%Ina



ll. Etude de la fonction logarithme

1) La fonction In

La fonction In est définie sur ]0 pef. Comme elle est dérivable sur cet intervalles ebt aussi continue

sur JO ; eo[. (In X)’ :% > 0 pourx > 0 : par suite la fonction In est strictementssante.

lim Inx=40; lim In x=—x.
X = oo X -0

Tous ces résultats sont consignés dans le tabéewarition suivant:

X 0 +o0o
IX | [ +

Inx | [ —o / +00

On obtient la représentation graphique suivante :

y=Inx

2) Le nombre e

La fonction In est continue strictement croissante]0 ; 4o : comme In 2 < 1 etIn 3> 1, 'équation
x =1 admet une seule solution sur l'intervalle &.;
Autrement dit, il existe un seul nombre réel notél que Ine=1
eest appel®ase desogarithmes népériens.
Une valeur approchée @avec 46 décimales exactes est :
e=2;7182818284590452353602874713526624977572470937
On peut remarquer que pour tout entier relgtdn a : In €") =n.

La fonction In est strictement croissante sur 44];+
(puisque sa dérivée est strictement positive]Broo[)
Le signe de Irx est immédiatement fourni par le sens de variat®fa fonction In :
Inx<0équivauta0x<1
Inx =0 équivaut x =1
Inx >0 équivaut x> 1

3) Résolutions d'équations et d'inéquations
Comme In est strictement croissante et continu@;eeo[ surlR
Pour tous réela etb strictement positifsa = b = Ina=Inb
Pour tous réela etb strictement positifsa <b = Ina<Inb

Soitmun entier relatif, I'équation IR =m a pour unique solution=€"
De méme, In)>m = x> ¢ et In)<me- 0<x<é"

In



4) Limites a connaitre
Théorémes (croissances comparées de la fonctietndes fonctions puissances)
Inx

. Iim+ —=0 et lim_xinx=0
X 58
. XIim+ I)r:_} = 0, pour touh > 2 Autrement dit Toute puissance de x I'emporte sur In(x) a l'infini

Démonstration :
On va comparere Ir) et\/;c
On va pour cela étudier la fonctigrdéfinie sur ]O;+o[ parg(x) :\/} —Inx).

Montrer que le minimum est strictement positif

In(x)

DOFIC\/;(Z In(x) puis ﬁ>%& ”

. 1
Soit encore =
X = \/;(/

In(X) - 1

Et, pourx>1 (on cherche la limite ernce}), 0 < » \W et, par le théoréme des gendarmes, la limite en

+o0 est nulle.

Pour déterminer XIim xInx =0, posonsX :% on a alorsx =>—1(
x>

Lorsquex tend vers O par valeurs positiveg(s,tend vers do, donc X tend versto

L 21,1 1., _ InX
On peut écrirexinx = X Ini = XI X X

: . InX _ , InX _ 4 - _
Or on sait que XI|m ~ - 0 donc XI|m vl 0 etpar consequen'g(llm Xinx=0.

X>

Pour la comparaison In et puissance
Inx _Inx 1

X' x X1

Chaque facteur étant de limite nulle, le produélément.

5) Dérivée de In au
Propriété
Siu est une fonction dérivable et strictement posimeun intervalld, la fonction In ou qui ax associe

In(u(x)) est dérivable sur etona: (In @) =%

Dem : La fonction In étant dérivable surH@], I'application de la propriété de dérivation desctions
composees permet d'affirmer quaigst une fonction dérivable et strictement posisveun intervalld,
la fonction Inou qui ax associe Inf(x)) est dérivable sur,

etona: (Ilmu) =u x In'ou:u'x%:%



