Dérivation

I. Nombre dérivé d’'une fonction en un point

Dans tout ce paragraphe, on considére une fonttiéfinie sur un intervalle eta un nombre réel de cet
intervalle.

1) Définition
Le nombre dérivée de la fonctibau pointa est par définition la pente de la tangesielle

existe a la courbe représentativefdsu point d’abscissa
Il se notef’ (a).

Exemple
On considere la fonctioinsuivante, dont la représentation graphique esté@wgi-apres :
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La fonctionf est définie sur ..........cc..coeeenn...
f'(-8) = f'(-4,5) = f(-1)=
f(2) = f'(7) = f(9) =

2) Equation de la tangente

On suppose la fonctiondérivable era. Elle admet donc une tangente au pdintabscisse, d’équation
y =mx+p.

L’équation de la tangente est dons f'(a) x + f(a) —f'(a) a que I'on peut réordonner en :
y—f(a) =f(a)(x—a)
Démonstration :
Déterminonsn etp.
* mestla pente de la droite : on a dome f'(a).L’équation de la tangente est donc
y=f'@x+p
» Par ailleurs, elle passe par le pohdle coordonnéesif(a)). Les coordonnées deveérifient donc
I'équation :
fa)=f(a)a+b
d’ou on tireb =f(a) —f' (a) a.

3) Existence du nombre dérivé
f est une fonction définie sur un intervdll@ etx = a + h sont deux valeurs distinctes dé\(a,f (a)) et
M(x,f(x)) sont deux points de la courbe représentativia é@nctionf.

f(x) - f(a)

Le coefficient directeur de la sécanteM) a la courbe esh=="—

, c'est letaux de variatiorde la

fonction entrea etx.
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LorsqueM devient de plus en plus procheAlemaisM #Z A et sim a une limite quand tend versa alors
cette limite est le coefficient directeur de lagente en A a la courbe.
f(x) - f(a)

x_a Pourvu que
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Autrement dit : Le coefficient directeur de la tantg enA a la courbe edt= Ilim

X-a
cette limite existe. Dans ce cas, le nonbest appelé dérivée de la foncticaw pointa. On le note  f

(a).

En posank = a + h on obtient une autre forme pour I'expression deédiavee de la fonctiohau pointa

[I. Fonction dérivée
1) Définition.
On dit gu’une fonctior estdérivablesur un intervalld lorsque, pour tout réel de l'intervallele

nombre dérivé déenx existe.
Par définition, la fonction dérivée est la fonction qui a tout réglde l'intervallel associd’ (X),

nombre dérivé déenx.

Exemple

On consideére la fonction carré, définie 8uparf(x) = x°. Soita un nombre réel quelconque. La pente de
la tangente a la courbe au point d’abscesest & ; le nombre dérivé de la fonctidrena estf’ (a) = 2a.

La fonctionf est donc dérivable sk puisque le nombre dérivé fien tout réeh existe.

On peut alors définir la fonction dérivéefdaotéef’, par :

farf(a)=2a

2) Dérivées usuelles (cf feuille polycopiée)
On admet les formules de dérivation pour les famstiusuelles ci-dessous.

Fonction Dérivée Validité
k nombre réel
f(x) =k f(x)=0 constant ;
X O R
f(x) =x f(x)=1 XOR
f(x) =X° f(X) = 2 x OR
f(x) =x° f(x) = 3 xOR
n entier naturel
_on vin _ _.n—1 | Supérieur ou égal
f(x) = X f(x) =nx' 30
XOR




Fonction Dérivee Validité
== | re=-3 XOR'
=3 | f0=-5 XOR'
_1 iy — N n entier naturel

09 =7 F(¥) =——mr non nul

xOR’

1
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3) Opérations et dérivées

u etv sont des fonctions dérivables sur un interviaiek est un nombre réel fixé.

Fonction Dérivée Dérivabilit
é
dérivable
Somme =u +v f=u+v .- sur
I'intervalle
I
f=ku f =ku' dérivable
Produit f=uv f = u'v+uv ) sur
I'intervalle
I
f =\—1/ f= —%2 dérivable
Quotient N pour lesx
=u p=UV-uv del olv(x)
v v 20

Remarquons que 6 u? = u x u, alorsf’ = u'u +uu’ = 2uu'.

ll. Dérivation d’'une fonction composée

1) Théoréme de dérivation d’une fonction composéel g
Soitu etg deux fonctions telles que la compo$éeay o u existe sur un intervalle Siu est
dérivable erx del etg dérivable enu(x), alorsf =g o uest dérivable er et :

() =g'(u) x u'(x).

\

dérivée de e
9 dérivée deu enx

appliquée emi(x)

Exemples
Ecrire chacune des fonctions qui suivent comme os@ de deux fonctions et en déduire la dérivée :

f(x) =A>¢ + 1
f(x) = (¢ —=x + 1Y



2) Conséquences du théoreme : des dérivées a tmeraitre

Fonction Dérivée
f=u", n est un entier naturel,f =nu" ! x u’
n>1
1 1 u’
f==avecu(x)z0 f=—SxUu =-
g aveeut) T P
f =-/u, avecu(x) > 0 ol wy=YU_
2\u 2\u
1 . _ —n , . nu
f=mavecu(x)¢0 f —un—+1><u =

IV. Dérivation et étude de fonctions

On peut obtenir le sens de variation d'une fondtideérivable sur un intervalle:
soit a partir d'une somme de fonctions de méme denariation;
soit a partir de composeées de fonctions;
soit en utilisant le théoréme fondamental suivadtr(is) :

Théoréme
Soitf une fonction dérivable sur un intervalle
Si la dérivée est positive shialorsf est croissante siir
Si la dérivée est négative dunlorsf est décroissante sur
Si la dérivée est nulle en toute valeul galors la fonctiorf est constante slir

Lorsque la dérivée d’une fonction s’annule, en geamt de signe, la fonctidmdmet un extremum.
En effet deux types de tableaux de variation peusemencontrer :

Cas d'un maximum

valeurs dex| a c b
signe de + Q -
f'(X)

maximum

i
\éz?a ions /' \

Cas d’'un minimum

valeurs dex| a C b
signe de - Q +
' (X)

i
varcljae llcons \ /'

minimum




Compléments : différents exemples graphiques de fotions non dérivables en un point

Il existe une tangente verticale c’est le cas de la fonction racine carrée a linggLa pente de la

tangente est donc infinie et le nombre dérivé deration en 0 n’existe pas.
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* |l existe une demi-tangente a droite et une demi-tente a gauche, de pentes différenteS.est
le cas par exemple au point d’abscisse 1 de lebeotirdessous. La demi-tangente a droite est diifér
de la demi-tangente a gauche : leurs pentes sgai différentes. Le nombre dérivé de la fonctioash’

pas défini en ce point (on parle parfois de déréaoite pour désigner la pente de la demi-tamgant
droite et de dérivée a gauche).

1 Few FEw [ FE™ B
- E L1 Tr*ac,E- ReGPaph Mat.h|Oraw| - &p

FREOG FAD AUTO FUMC

* |l peut aussi ne pas exister de tangente en un poidonné, ni de demi-tangente a droite ou a
gauche :c’est le cas de certaines courbes tres irrégsli@@mme celle qui suit au point d’abscisse 0. Le

nombre dérivé de la fonction au point considéréiste pas (on dit aussi que la fonction n’est pas
dérivable en ce point).

FREOG FAD AUTO FUMC



