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Méthode 1 : Texte de L. EULER (1707-1783).

Généralifons ce que nous venons d’expofer, en fappgue I'équation donnée foit xx = a, &
gu’on fache d’avance que x eft plus grand que ris mlais petit que n + 1. Si apres cela nou
fuppofons x =n + p, en forte que p doive étre fraetion, & que pp puiffe fe négliger comme

une quantité trés petite, nous aurons xx = nn + 2rg; ainfi 2np=a—-nn, &p :%I; par

[72)

a-nn_ nn+a

conséquent x=n *on = on Or fi n approchait déja de la vraie valeur, cetieuvelle
nn+a - . .
valeur on €N approchera encore beaucoup plus. Ainfi en ldtituant a n, on fe trouvera

encore plus prés de la vérité ; on aura une noevedlleur qu’on pourra fubftituer de nouveay,
afin d’approcher encore d’avantage ; & on pourrantimuer le méme procédé auffi loin qu’gn
voudra.

Soit, par exemple, a = 2, c'eft-a-dijgon demande la racine quarrée de x ; fi on cohdéja

une valeur affez approchante, exprimﬁe%:z. Soit donc

)] n=1,on aurax:§,
i) n -3 on aurax—g
2 12’

17 577
i) n=—-,0naurax=

~12° 408’
" , 332929 . .
& cette derniere valeur approche fi fort d& , que fon quarr 66464 ¢ différe du nombre 2

dont il le furpaffe.

: Lo 1
que de la petite quanti 6464

1. Lire le texte , extrait du livre « éléments d’alggly, vérifier les résultats numériques
donnés dans I'exemple pour a =2.
2. Constater que les nombres x sont les premiers sedenéa suite ainsi construite X2 et

: 1 2
pour tout entier naturel,,x = 7( Xn +X—).
n

3. Al'aide de la calculatrice, déterminer les premirmes de la suite (X Que peut-on
conjecturer sur la limite de cette suite ?



Méthode 2 : Algorithme de Babylone.

R est un rectangle de dimensions=X et y =1. On construit a partir de; Rne suite de
rectangles d’aire 2 qui se rapproclagenplus en plus de I'aire d’un carré d'aire 2.

R a pour dimensionszxz%)ﬁ ety :%'
2

: : + . .
R a pour dimensions;x Xz—zﬁ ety :XA et ainsi de suite...
3

. . + P
R.+1a@ pour dimensions,x = X“—Zh et V1 =X2 . Vérifier que ces rectangles ont pour
n+1

aire 2.

1. a) Vérifier que la suite x est telleege = 2 et pour tout n entier naturel non nulezé ( Xn +Xg ).
n
2
b) Démontrer que pour tout n entier naturgly X\ﬁ :ﬁ%)%)_ . En déduire que pour tout n entier
naturel, ¥ >4/2.
¢) Démontrer que la suite x est décroissante.
2. a) y est la suite définie durpar y, =%. Démontrer que pour tout n entier naturel,<y(/§.
n
b) Démontrer que la suite y est croissante.
2
3. a) Démontrer que pour tout entier naturel R,g % Yn+1 =ML .
2(X) *+Yn)
b) En déduire que pour tout entier natur@ma X.; — Yn+1 < % (%, —=Yn)® puis que
1. 1.1 1 1 . )
+1— Y1 S Z 42)< 44 Fx....xZR ouk= 21.
n
c) Démontrer enfin que pour tout entier ngltaron a = & X, — Vy, < iN ou N=2 > 1. En déduire la limite
de X—Vn.

4. Conclure que les deux suiteg)(®t (y,) sont adjacentes et convergent vg@

5. Réaliser la feuille de calcul ci-dessous avechketa excel. Dans la cellule C2, on tape 2. Dartelule C3,
on tape = 0. 5*(C2—2) puis on recopie vers le bas. Dans la ceIIuIecBIZLape 2 pws on recopie vers le
bas. En D2, on tape = C2-B2 puis on recopie vebase

6. A partir de quelle valeur de n, I'encadrementx/2 < y, a-t-il une amplitude inférieure 210
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| 11| 3 141421356 | 1,41421356 0
|12 | 10 141421356 | 1,41421356 0
|13 | 11 141421356 | 141421356 ]
| 14 | 12 141421356 | 1,41421356 0
|15 | 13 141421356 | 141421356 0
| 16 | 14 141421356 | 1,41421356 0
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Méthode 3 : La dichotomie .

1. La méthode de dichotomie est une méthode itérgtiv@ermet d’obtenir, de proche en proche, des
encadrements successifs@ On partdeg=l ety=2
A chaque étape, 'amplitude de I'encadrement egsélipar deux.
On part de I'encadrement 1,@ < 2 eton posegrl ety = 2.
" étape : on prend le milieu 1,5 de l'intervalle?]. On cherche a savoir@ appartient a
[1;1,5]0uf1,5;2]. 25 225donc1% 2et 1/2<1,5. On poses 1ety=1,5.
9™ étape : on prend le milieu 1,25 de l'intervalle],5]. On cherche & savoir\ﬁ
appartient & [1 ; 1,25] ou [1,25 ;]1.5,25 = 1,5625 donc 1,78 2 et 1,25</2 < 1,5. On
pose4r 1,25ety=1,5.
2. Sur Excel, réaliser la feuille de calcul ci-desspus
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| 2 | 0 1 2 15 2,25
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EX 2 125 15 1375 1,890625
| 5 | 3 1,374 15 14375 2 0GE40R25
| 6 4 1374 14375 1 40625 1 87753906
| 7 5 1 40625 14375 1421875 | 202172852
| 5 | E 1 40525 1421875 | 14140825 | 1599957275
| 9 | 7 14140625 1421875 141796875 | 201063538
| 10 | = 14140625 1 M796875 1 416015625 | 200510025
| 11 | 9 14140625 | 1 MB01663 1 4158039063 | 200233555
| 12 | 10 14140626 1 41803806 1 414550781 @ 200095391
| 13| 11 14140625 | 141455078 | 1414306641 200026327
| 14 | 12 14140625 | 141430864 | 141418457 1,999918
| 15 | 13 141418457 1 41430664 | 1 414245605 | 2 00009053
| 16 | 14 141418457 1 41424561 1 414215088 | 2 00000431
| 17 | 15 141418457 1 41421508 1 414199829 | 1 99995116
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« SI5(EX2 ;D2 ;B2) » signifie qusi E2< 2 alors dans B3 s’inscrit le contenu de B2nondans B3 s’inscrit
le contenu de B2.

Apres observation de cette feuille de calcul, émetiverses conjectures.
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Un énoncé de questions pourra ensuite étre élapardes éléves avec I'aide du professeur, comme par
exemple :
3. Exprimer y.1 et .1 en fonction de u et de y en distinguant deux cas.

4. a) Pour tout entier naturel n, démontrer que:u/é < V.
b) Démontrer que la suite u est croissante et gquaulte v est décroissante.

¢) Justifier que pour tout entier naturel n, vu, = iz“ En déduire la limite de,w u, .

d) En déduire que les suites u et v sont adjacesitesnvergent ver\;ﬁ.

5. A partir de quelle valeur de n, 'eicement i <\/§ <V, a-t-il une amplitude inférieure a fe



DEVOIR MAISON
Méthode 4 : Le format

On se propose d’approchéﬁ a l'aide d’'une suite de nombres rationnels défirar I'algorithme géométrique
suivant . Partant du rectangle gB3C, de dimensions 1 et 2 ( on le notg,Rn construit extérieurement le carré
BoDoC1Cy puis le carré #A:B;1D, pour obtenir le rectangle QB,C; (noté R) et ainsi de suite....

Pour tout entier naturel n, on note respectiverhget |, la longueur et la largeur du rectangle R

On appelle format de et on le note xle rapport%
n

C2 BZ
C1 D0 Bl I:)1
CO B0

A A A

1- Approche:

a) Al'aide du dessin, déterminery XX , %o .

b) Le rectangle Rétant donné, construire le rectangle;R Exprimer les dimensions,l; et
I.+1 du rectangle R.. en fonction des dimensiong &t |, du rectangle R

c) En déduire X, X4, Xs .

d) Donner une valeur approchée a'10és des six premiers termes de la suife.(€lasser ces
nombres dans l'ordre croissant et les compakf2.a

e) Exprimer le format x., en fonction du formatx

2- Etude de la suite x.
La suite x est définie pag %2 et pour tout entier n % =f( X, ) ouf est la fonction définie
1
: 400 =1 +——
sur[ 0 ; +oo [ parf( x) =1 U
a) Démontrer par récurrence que, pour tout enéigural x est un rationnel strictement positif

( c’est-a-dire de la form§avec p et entiers positifs, g non nul).

1

V2+1

* Démontrer que pour tout entier natursi x, >\/§ alors x+1<\/§
et sip<A2 alors ¥ >4/2 .

b) * Montrer que\/2 = 1 +

3, +4
2%, +3°

c) *Vérifier que potaut entier naturel x, =

2(\2-%) (\2+x%)
2%, +3 )

et quex— X =

* Démontrer que ptout entier naturel : si nx>\/§ alors X1 < Xn
t esi %<+2 alors ¥ > X1
* Déduire des questions précédentexgees< Xs....< \/§< ..... Xa < X2< Xg
Que dire des suitesgx et (en+1) ?



Xn-1— Xn
(X0 +1) (X1 +1)
1 9
(Xn+t1)(Xae1+1) T 497

d) * Démontrer que pour tout entier naturel g% X, =

* Justifier que pour tout entier naturelalts

* En déduire que pour tout entier naturel| s, -X, | < % | X-Xn1|  puis que
9
| Xn+1-Xn | < ( E) i | X1-Xo | .
* Démontrer dae suites (%) et (%n+1) sont adjacentes et tendent vers la méme limite

* Justifier qud = 1+ﬁ. En déduire quk= \/E .

3- Utilisation de la calculatrice.
A l'aide de la calculatrice, déterminer a partirgielle valeur de n
I'encadrement < 2< Xp, a-t-il une amplitude inférieure a'1@



