SYSTEMES D'EQUATIONS ET D'INEQUATIONS

) Systémes d'équations £2
1) Rappels
Un systeme de deux équations a deux inconrugs/ est un systéme qui peut s'écrire sous la forme :

ax+by=c
(S { . y .- On appelle déterminant de ce systeme le nomte#S) = ab' - a'b.
ax+by=c

Lorsque deth) # 0, le systeme admet unique couple solution.

Lorsque det) = 0, le systéme n‘admet pas de solution ou uirg@ténde couples solutions. Dans ce cas,
on peut toujours écrire les équations du systensode qu'elles aient méme premier membre.

X+y=2 (i) X+y=2

i

3X+3y=5 3X+3y=6
2) Applications
d etd sont deux droites dont on connait des équatians dn repére donné. Déterminer dans chacun des
cas suivants l'intersection éventuelleddst d.
a)d:2x-3y-1=0 etd:5x+y-2=0

b)d:5x+2y-3=0 etd: 1x+4y-1=0
c)d:x-15-05=0 etd:6x-9%-3=0

Exemples (i) {

II) La méthode de Gauss
1) Systémes triangulaires

X-4y+x%=19
Résoudre le systeme, dit triangulaire, suivant: 7y-3z=6 .
4z =20
2) La méthode de Gauss
Le but de la méthode de Gauss est de transforraanashiere équivalente, un syster§egn un systeme
triangulaire §) beaucoup plus facile a résoudre et ayant le m&msemble de solution que le systeme
initial.
Xx+10y-3%=5 (L))
exemple: Soit le systeme§ )} 2x-y+2z=2 (L,)
—x+y+z=-3 (L)
étape : Eliminek dans les équationk) et (3) en utilisant des combinaisons linéaires aveaidiégn
Xx+10y-3%=5 (L)
(L1). Le systemeg) devient alors le system& ( ) -21ly+8&=-8 (L,)
1lly-2z=2 (L)
étape : Eliminey dans I'équationLg) en utilisant une combinaison linéaire avec I'éigual,).

1ére

2éme

x+10y-&=5 (L))

Le systémeg) devient alors le systeme triangula{®') -2ly+&=-8 (L,)
20,22 0
\ 217 21 7
3°M®étape : Il reste a résoudre le systeBi® qui a le méme ensemble de solutions que le sysiaitial

.



3) Applications
Résoudre, par la méthode de Gauss les systemesitsuiv
X+y+z+t=5

X+4y+z=7 2x-2y+ X =4

(S) x+2 13 () X T TETAZ3 o oy —m=a (s) )T T E=2
X -z= X -6z=

3 y Ix+3y+4z-4=-9 > Y Yl 9y-52=0
2X-y+22=5 X+8y—-21z= 6

X+4y+7z+8& = 29

[1I) Quelgues situations

1) Mise en équation et résolution
Pierre dit a Paul : "J'ai deux fois I'age que vau®ez quand javais I'age que vous avez. Et quand vo

aurez I'age que j'ai, nous aurons cent vingt-sixaanous deux."

Quel est I'age de Pierre, quel est I'age de Paul ?

(indication : notex I'age de Paul atla différence entre I'age de Pierre et I'age dé Pa

2) D'aprés un texte d'Euler

Trois personne8, B etC jouent a un jeu d'argent. Chaque partie a un pestaleux gagnants. Le perdant

donne de l'argent a chaque gagnant de sorte qgeelgagnant double la somme qu'il possédait agant |
partie. Trois partie sont jouée# perd la premiéereB la seconde & la troisieme.

Apres ces trois parties, chaque joueur possedeuzd. |

On demande la mise initiale de chaque joueur.

( indication : notex la mise initiale deh, y celle deB, z celle deC et déterminer 'avoir final de chaque

joueur en fonction de ces inconnues )

3) Cloisonnement

Dans une piéce car@PQR de 10 metres de coté, on installe une cloison R Q
verticale dont la trace au sol est représentédapaourbeC, ci-contre sur la
figure. On notéA le milieu de PR], B celui de PQ] et G le centre du carré.

On considére le repére orthogor@l {, ), i et | étant définis par :
~ > .1 o
I =EOP et | =1—OR. (©)
a) Quelles sont, dans ce repére, les coordonnéksddd3 et deG ? o R
b) On donne les coordonnées (3;7) du pGint
f(X) = ax + bx2 + cx +d. Trouver les nombres b, c, d.
4) Un chasseur sachant compter
Héraclés est un fameux chasseur, un courageuxraxglo, et aussi un excellent calculateur, a teitpo
gue pour compter les bétes d'un troupeau, il préfempter les pattes ou leurs cornes. Un jour, en
Afrique, il repére trois troupeaux distincts : dpsfes, des hippopotames, des buffles. Il a compttotal
de 208 pattes et de 88 cornes. De plus, il a ramagge 22 animaux n'étaient pas des girafes. Hdéracl
peut-il connaitre le nombre de girafes ? d'Hippapws ? de buffles ?
(indication : les hippopotames n'ont pas de cotesgirafes et les buffles ont deux cornes )

V) Systémes d'inéguations linéaires

1) Rappels

L'ensemble des couplesy) solutions de I'équatioax + by + ¢ > 0 est représenté graphiquement par les
points d'un demi-plan dont la frontiere est la traf'équatiorax + by + ¢ = 0.

Exemple :

Pour résoudre graphiguement l'inéquation2y - 3 > 0, on trace la droigéd'équatiorx + 2y - 3 = 0. Pour
savoir quel demi-plan de frontiédereprésente les solutions de l'inéquation 2y - 3 > 0, on choisit un
point non situé sud ( par exemple, dans ce cas, le p@i®;0) ). Si on notd® le demi-plan solution,
commeO n'appartient pas B ( les coordonnées d@ ne vérifient pas l'inéquation I, est alors le demi-
plan ouvert de frontierd ne contenant pas.




2) Applications
Représenter graphiquement I'ensemble des soluessystemes suivants :

2x-y-2>0 10 x< 30
(S)ix-2y—-2<0 (S,){ 20<y<50
-X-y+5>0 40< x+y< 65

3) Existence d'un triangle

X ety sont deux réels positifs donnés. Par la suitedioam que X ety vérifient la conditionT" pour
indiquer que I'on peut construire un triangle destcotés ont pour longuewsy et 1.

a) Supposons quesoit le plus grand de ces trois réeds( y etx X 1 ). Dans un repere orthonormal

(O, 1,]), représenter I'ensemble des poiMis;y) tels quex X y etx X 1. Parmi ces points, quels sont
ceux dont les coordonnées vérifient la condifich
b) Reprendre le a) sur le méme repére lorsque
HyxX xety X 1(i)1 X xetlxy
3) Quels sont les points qui correspondent a dasgles isocéles ? a des triangles équilatéraux ?

V) Programmation linéaire

L'entreprise Piecinox fabrique des piéces en i®s piéces, de deux typ&®tB, sont fabriquées par lots
dans un atelier ou sont rassemblées : une maclone lp découpe de l'inox, une machine pour
I'emboutissage, une machine pour le polissage énition. Chaque machine fonctionne au plus 120
heures par mois. Les caractéristiques de fabritatmt rassemblées dans le tableau suivant :

Colt de I'heure-machine Pour un lotA Pour un lot B
Découpe 20 F 1h 15h
Emboutissage 30 F 0,5h 1lh
Polissage et finition 40 F 2h 1,25h
Codt de l'inox utilisé 50 F 68 F
Prix de vente 200 F 210 F

On suppose que la production mensuelle est ent@rerendue. Le but de I'exercice est de trouver le
nombre de IotA et le nombre de lotB que I'entreprise doit fabriquer mensuellement pmhtenir un
bénéfice maximal.

1) Notonsx le nombre de loté ety le nombre de lotB fabriqués mensuellement. Ecrire les inéquations
d'inconnuex ety qui traduisent les contraintes d'utilisation degstmachines pendant un mois.

2) Dans un repéere orthogonal, représenter l'engel@btles points dont les coordonnéesy)( sont
solutions des inéquations précédentes.

3) Quel est le bénéfice réalisé sur la vente dgquhéotA ? de chaque Id ?

4) Recherche du bénéfice maximal.

a) Notonsb un bénéfice souhaité. Les points de la drdiéquation 3% + 32/ = b, qui sont situés
aussi dans le domairig, correspondent aux programmesy) qui assurent a I'entreprise un bénéfice
Pourquoi ?

b) Sur la figure obtenue a la question 2), represd'ensemble des points Bequi correspondent a un
bénéfice de 640 F, puis de 1 920 F, puis de 2 450 F

c) Noter que la droitd passe par le poirMI(O%). Le bénéfice est d'autant plus grand que ce pobint

est plus haut. Noter aussi que, lorsuarie, toutes les droitekd'équation 3%+ 32y = b sont paralléles.
Pourquoi ?

d) Trouver alors graphiquement le nombre de Aot le nhombre de lotB que l'usine doit fabriquer
pour obtenir un bénéfice maximal.



