PRODUIT SCALAIRE

* Travail d’'une force en physique

_) e
Une force F s’exerce sur un wagon qui se déplace d’'un mouvement rectiligne. Le
-
point d’application de F se déplace de A a B.
e = z s . . .
a) Pour chacune des forces F;, Fs, ..., Fg représentées ci-dessous, dire si elle favo-
rise, s‘oppose ou bien si elle n“a pas d’effet sur le mouvement du wagon.
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b) En Physique, on définit le travail W d’une force constante F pour un déplacement

=D =
rectiligne de Aa B comme le produit Fx AB x cos( AB, F ) (FenN, ABenmetWen]).
Sur le graphique, un carreau représente une distance de 1 m et une force de 1 N.
Calculer le travail de chacune des six forces représentées. Que remarque-t-on ?

I. Produit scalaire dans le plan

1) Définition

Soit a et v deux vecteurs non colinéaires (donc non nuls)ggési = OA et v=0B. On appelled
le projeté orthogonal d8 sur QA).

. JOAXOHsi OA etOH sont de méme sens
Alors 1= OACOH=

-OAXOH si OA et OH sont de sens contraires

UV = OAx OH UV =-0Ax OH

Remarques
 Lorsque I'un des vecteurs est nul, par exemiplen aOB = 0 et le produit scalaire est nul.

* Le produit scalaire de deux vecteurs est un noméaie qui peut étre positif, négatif ou nul.

Carré scalaire d’'un vecteur
| C’est par définition le produit scalaire d’un vagte par lui-méme. Il se nota?

D’aprés la définitiong? =||u|x|u| =||Y*, ou |ju| désigne la norme, ou la longueur du vecieur

En particulier,AB’ = ABUAB= AB< AB:= AR



2) Vecteurs orthogonaux

Dire que deux vecteurs et v sont orthogonaux signifie :
soit que I'un des deux est le vecteur nul

soit que QA) est perpendiculaire ®) avecii = OA et v = OB.

Lien avec le produit scalaire
| Deux vecteursi etv sont orthogonaux si et seulementisi =0

Démonstration 5

Supposons d’abord que et v soient orthogonaux. Si 'un au moins d’ent

eux est nul, leur produit scalaire est nul.

Sinon, en posanti= OA et v=0B, on sait que @A) est perpendiculaire @

(OB). Le projeté orthogonadll deB sur OA) est donc le poin® lui-méme.

On a donc : "3 ;
V= 0Ax OH=0

Réciproguement supposons qu& =0.
Si I'un des vecteur est le vecteur nul, ils soenbdrthogonaux. Si les deux sont non nuls, on peSBA
et v=0B. Alors

iV=0AxOH =0
Mais OA# 0 impose qu&H = 0, donc quéd = 0.
Comme HB) est perpendiculaire par constructionGA), on a bien QA) 0 (OB) et les vecteurs et v
sont bien orthogonaux.

3) Configurations fondamentales
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AB-AC =AB-AD AB-MN =AB-M'N’
=AB-AF =AB-M'N" AB -MN =0.
=AB-AH =AB-IU

Il. Autres expressions et propriétés du produit scalae
1) Produit scalaire et cosinus
| Pour tous vecteurs non niaset v, a.v=|t|||ycos( u,y

Démonstration
La relation est évidente lorsque les vecteurs solitiéaires, soit qu'ils aient méme sens avexi v) = 1,

soit qu'ils aient des sens contraires avegi v) = - 1.
Si les vecteursi et v ne sont pas colinéaires, on pose comme d’habitud@A et v=0B. L’angle AoB
est notéd. Examinons les deux cas.

Lorsqued est aigu, on a :
OALDB= OA OH= OA ORosf




Lorsqued est obtus, on a :
OALDB= OAx OH

= —OAx OBcos(77-6)

= OAx OBcosd

Pour conclure, il suffit de remarquer gegsg = co#loB= cofOA D= cqsuy.

2) Quelques propriétés du produit scalaire
| Quels que soient les vecteLaset v, on aa.v = v.u.
Cela résulte immediatement du fait qtug(d v) = co§v 7).

* Résultats algébriques

Soita, v et w des vecteurs etun nombre réel.

Alors :

0.(V+ W) =uv+ uw

.(av) = a(uv)
On peut en déduire particulierement des réglesaltells « usuelles », en particulier les produitdaices
remarguables suivants :
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2) Expression du produit scalaire en repére ortromal
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+V)" = 0 + 20U+ V
)’ =0 -2uv+

)(U-V) =T -V
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Soient deux vecteum{);] et V(XJ dans un repére orthonornda;i, 7).

1
Alors uv = xc+ yy=flla+v|f - [alf - | v]F].

Démonstration
UH?=(XT+ y])( X1+ y']) =xxi?+ xy i0j+ yX jO0+ yy F = xx+ yy.
Autre démonstration
Dans le cas ou on ne dispose pas de propriétéBassde produit scalaire...

On admet qu'étant donnée la définition le prodoélaire de deux vecteurs ne dépend pas du repéx@ormé que I'on
chosit.

Sii=0ouV= 0, la formule est vérifiée.

Supposons dondl et V. non nuls. Posonél = OA etV = OB.

On utilise le repére orthonorm{O; i, I) telquel et OA sont colinéaires et de méme seng by I) = %T

Le pointA a pour coordonnéX = OA= T et y =0.

Le pointB a pour coordonnéeX' = OBcos(T ,V) =¥ co{i S/) ety'= ||\7||sin(T ,\7).

Diautre part, (T,V) = (1, V) donc i = U Y cos( 1, 1).

Dautre part, XX+ Yy’ = | T ||Vcos( ”u,”\)" + O¢| Y sir{ "u; Y=t V] cos{ T V). ce qui prouve bien

I'égalité.



