Angles Orientés, Trigonométrie, Coordonnées polaire S

I. Le radian
Une unité de longueur est choisie dans le plan.
Définition
€ est un cercle de centteet de rayon 1.
Le radian est la mesure de I'angle au centre qeiéepte su€ un arc de longueur 1.

= Un angle detrad intercepte sur le ceraeun arc de longueur Cet angle a aussi pour
TC rad mesure 180°.

La mesure en radian d'un angle est proportionreia mesure en degré.

II. Cosinus et sinus d'un angle

Se
. Lu o
1) Cercle trigonométrique
©
Le cercle trigopnométrique de centfeest celui qui a pour rayon 1 et qui est muni dusst A

direct : le sens inverse des aiguilles d’'une montre w

L’autre sens est qualifié d'indirect.
Dans toute la suite(,O;T, T) désigne un repére orthonormakedst le cercle trigonométrique de cer@emuni d’une origineA.

2) Repérage d’'un point sur le cercle trigonométaqu
On considére la droitd tangente & en A: en la munissant du repéi(eA; ]), cette droite il

graduée représente I'ensemBleles nombres réels. On enroule la drdigaitour du cerclé. -

Par ce procédé de I'enroulement de la droite dals,rén peut associer a chaque nombretréel
un pointM et un seul du cercle. Réciproquement, a chaque gdoicercle on associe un infinité
de nombres réels. Sest I'un de ces nombres, les autres sont de haefor 2, ou k0 Z.

Le couple(ﬁW) est appelé@ngle orienté de vecteurs
La mesure principaléen radian...) de I'angle orien@W) correspond au chemin le plu

court pour aller d& aM. Elle se trouve dans l'intervaller.
Un angle orienté de vecteu(ﬁ W) possedeine infinittde mesuresde la formet + 2kt ou

k est un entier relatif.
On écrit : (@,W) = t+ 2k ou encore (O—A,W) =t (2n).

2) Cosinus et sinus d’'un nombre réel

Soitt un nombre réel. Par enroulement de la droite éels sur le cercle trigopnométrique
a tout réet on associe un poifd et un seul du cercle trigonométrique.

Par définition, I'abscisse dé est le cosinus de noté cog et I'ordonnée dév
est le sinus d& noté sirt.

On peut écrirelOM =cost i + sirt | .
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Quelques propriétés immédiates

Pour tout réet :
—-l<cost<let-I<sint<1;
cost + ) = cost et sinf + 2km) = sint ;
codt+sirft=1.

Angles associés

Pour tout réet, on a :
cos(-+) = cost et sin(+) = — sint ;
cosft—t) = —cost et sinft—t) = sint ;
cos(t+1t) = —cost et sinft+t) = —sint ;

co E—t = sint et sin E—t = coq ;
2 2

co £+t = - sint etsin £+t =codg.
2 2

[ll. Angle orienté de deux vecteurs non nuls
1) Définition

Soit U etV deux vecteurs non nuls du plan.
| On appelle angle orienté des deux vectaurst v le couple (i, V).

2) Mesure de I'angle orientdi(, V)

Considérons un poir® du plan et construisons les pointetn tels queOm= U et On= V.
Les demi-droitesQm) et [On) coupent le cercle trigonométrique de cefiren deux point#1 etN,
associés respectivement aux réalss (... définis a 2ipres !)

‘ Une mesure en radian de I'angle oriefié v ) ou (O—Mm) est alors—t.

Si a est une mesure de I'angle oriefitg, V), alors les autres mesures sant 2kt
On écrit (U, V) =a + Zmou (U, V) =a (2m) ou méme parfois{(, V) =a...

R S _ T
Ainsi (U, V) =3 signifie quunemesure d¢d, V) estg ... les autres mesures sont alors de la

forme %T+ 2kt ook OZ.

Exemples que vaut (i, t) ? (G, -0) ?

Remarque
La valeur absolue de la mesure principale de Itaoglenté(ﬂ,\?) est la mesure de I'angle géométrique formé padeas
vecteurs.



Exemple
ABCest un triangle équilatéral.
Calculer la mesure principale des angles suivants :

(65,84, [35.15). (55.0).

Construire un angle de vecteur dont la mesure ipate soit 0,1, 772 et 72.

2) Configurations et angles orientés de vecteurs

Relation de Chasles
| Pour trois vecteurs non nuis, Vv etw,ona @, w) =(d, v) + (V, W).

Angles associéa I'angle orient§(d, V) :

=t S
v v
/ g / g
(0.0)=~(a9)
Soientk etk’ deux réels non nuls.
Alors sik etk’ ont le méme signe, alofk, k'V) = (1) ; sinon (kt, k'V) = (U3

IV. Calculs trigonométriques
1) Formules d’addition

Pour tous réela etb, on a :

cos(a+b) = cosa cop- sim sib chs- = com cts sin o

sin(a+b) = sinacos+ sirb coa sfhha- h= sim cos sib ca

Démonstration

Dans le cercle trigopnométrique ci-dessous, on eépkapointM tel que(T,CW) =a .
et le pointN tel que(U,ﬁl) =ben posanti = OM . On pose de méme= ON. /M‘/ ? *+\
Il est alors immeédiat, d’aprés la relation de Cesstie remarquer ql(é,cm) =a+ b donc ) k\u b L_f:\
que le poinlN a pour coordonnées (cas< b), sin @ + b)). Exprimons d’'une autre fagon " ¥ \5'-'"'—fa -I;-
les coordonnées d¢ T )
On sait que le poir¥l a pour coordonnées (cassina) dans le repéréO;T, T) Autrement \ //
dit, on peut écrire : —l

OM = li = cosai + singj.
Définissons le vecteui' tel que(d, d') :7—27 et le pointV’ tel queOM ' =",
. T
[co{a+ j si a+3jj - sira,cos) et I'on peut écrire :

]T - . = —
OM'= '=c { jl‘l' SIV{&‘FEJ ]=— Siml + cogj

Dans le repereé i U, H , le pointN a pour coordonnées (cbssinb).
3

i)

Comme(l u) ( ,G + , le pointM’ a pour coordonnées, dans le rep(é]iel J)

NI=|



On peut donc écrire :
ON = cosbu+ sinbv= cost( cosi+ sinﬁ)+ sit(— siai+ ccﬁ;
=(cosb coaa— sib sim) i+( sia cdst sin cap
Les formules d’addition en résultent immédiatement.
2) Formules de duplication

Pour tout réed,
cos A =cofa-sifa=2coda—1=1-2siha;
sin 2a = 2sina cosa.

Exemple : Exprimer cos3et sink en function de cot sirx.

V) Equations trigonométriques

Propriété
Soita un nombre réel. Pour tout réel x :
X=a+ X
COSX = cosa & {ou ,kOzZ
X=-a+ XK
Xx=a+ mn
sinx=sinae {ou ,kOz
X=Ti-a+ K

VI) Repérage polaire

Définition

SoitM un point du plan distinct d®e.

Un couple de coordonnées polaireswidans le repéred i, |’ ) est un coupler(9), our est la distanc®OM etf est une

mesure de I'angle orientQ(O_M).

Vocabulaire
O est le pble et la demi-droit®|) I'axe polaire.
On dit quer est le rayon polaire du poilt et I'un de ses angles polaires.

Exemples
1(1;0) dans le reperé& i)
J (1%[) dans le repére i)

Propriété
SiM a pour coordonnées polaired] dans le repére i , j ), alors on a I'égalité vectorielleOM =rcod i +rsind |

Exemple

Le couple(Z%[) représente les coordonnées polaires d’un pdidans O, i ).

Quelles sont ses coordonnées cartésiennes ?
- 1 L 1 - 2}@ - - - L, , . o o
OM = Zco§ i+ 23|n§1 = 25 P+25) =1 +\/§J etM a pour coordonnées carte&enned_s;l;danso, i,]).

Théoréme
SoitM un point du plan distinct de.

«(r;0) est un couple de coordonnées polaires du pbidans le repére i) :

r:\/?+? ; co@z\/;;(W et sirﬁ):—\/?%.

« (x;y) sont les coordonnées cartésienneMdans Q, i , | ) etx = rcod) ety = rsinp.




