Graphes probabilistes — Matrices de transition

Exemple 24 du document d'accompagnement des progranes.

Deux villesX etY totalisent une population d'un million d'habitaria ville X est plus agréable
maris la villeY offre de meilleurs salaires. 20% des habitants gartent chaque année habixer
pour avoir un cadre de vie meilleur et 5% des alstdeX partent chaque année habiYgoour
augmenter leur niveau de vie.

1) Sachant qu'en I'année 0, un quart des habgantsnX, calculer la population d¢ et deY au
bout de 1, 2, 5, 10 ans.

2) Que se passe-t-il si on suppose que 99% detahtbsont initialement eviou enX ? Que la
population est également répartie entre les ddles\b00 000 habitants dans chaque ville en
'année 0) ?

Que constate-t-on ?

Remarque : on suppose que lI'échange décrit eshodpendant un certain nombre d'années, et que
dans chaque ville, le solde naissances-déces lest nu

Comment traiter cet exercice avec les éleves ?



Avec un arbre
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Au bout d'un an, les proportions sont donc :

EnX: 0,25¢0,95+0,7%0,2=0,3875 soit 38,745%

EnY: 0,25¢<0,05+0,7%0,8=0,6125 soit 61,25%
Au bout de deux ans, cing ans et dix ans la reptasen par un arbre et les calculs deviennent
rapidement trés lourds.



Avec un graphe
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On notex, la part de la population de la vilkedans la population totale gicelle de la villey.

A l'aide du graphe, on trouve I'expressiorkgle; ety, + 1 en fonction des, et dey.

Xn+1= 0,95(n + 01&” et yn+1= 0,05(n + 01&”



Avec une matrice dite de transition
. Xn . (0,95 0,2)
P, est la matrice colonr(eyn) etM est la matricéM = ( 005 0.8/

On montre qué&, + 1 =M.P,
Avec la calculatrice ou un tableur, on peut calcMé, M °, ... et en déduir@, Ps, ...

Grace a ces calculs, il semble que quel que atat initial considéré, la répartition de la
population, au bout de 10 ans est proche d'une mélaer.

La résolution dé®> = M.P ouP = ( ;) conduit a celle d'un systé X; 88;1 83
Ainsix=4yorx+y=1donx=0,8 ety =0,2.

Quel gque soit I'état initial, au bout d'un nombiandée suffisamment grand, la population de la
ville X se stabiliserait vers 800 000 habitants, tandesaglie de la villéY se stabiliserait vers
200 000 habitants.



Avec Excel
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Avec Derive

' \Derive 5 - [Algebre 1]

Eichier Edition Insérer Auteur Simplifier Résoudre Calculer Déclarer Options Fepétre  Aide — = ﬁ
D& ¥ A X (BT eaf] =2 &% Ima [ TIT |~ % 7

B.95 8.2
#1:
B.85 8.8
8.95 8.2
#2: a ==
8.85 6.8
588668
#3:
588668
5888608
#4: p =
5888608
28
#5: c = a
28
#6: c I=a
B.80P6342423 0.7974630384
#7:
B.1993657576 0.20625369695
#8: c-p
#9: c-p
5
7.998486364-18
#a:
5
2.9A?513635 -18

Approx{H#?} m 8. 888s




Avec une suite arithmético-géométrique
On ax,+1= 0,95, + 0,2(1x,)
doncx, + 1= 0,75, + 0,2.

En utilisant la suite, = x, — 0,8, celle-ci est géométrique de raison 0, Zhanontre quex,)
converge vers 0,8.
Puisquey, = 1 —x,, (Yn) converge vers 0,2.

Avec Derive

Derive 5 - [Algebre 3 matrices (suites).mth [Lecture Seule]]

IE Fichier Edition Insérer Auteur Simplifier Résoudre Calculer Déclarer Options Fenétre  dide — = ﬁ
DSEHS $BBX Bl =4 Q% ng f ST ~ & 2
#1:
#2: 500808
B.85-x{n — 1) + B.8-y{n — 1)
#3: x{1}
5
#4: 5.75-18
#5: y(l)
5
#6: 4.25-18
#7: x({18)
5
#8: 7.83185%2455-18
#9:  x{30)
#18:  y(18)
5
#11: 2.168940544-18




