Soit ABC un triangle M un point strictement intérieur au trianglePetQ et R les points d'intersection de

(AM) avec BC], de BM) avec [CA] et de CM) avec AB].
Le triangle PQR est appelé triangle cévien dé par rapport au
triangle ABC, et son cercle circonscrit est appelé cercle cégaM
par rapport au trianglaBC.

Le probléeme est le suivant :

Existe-t-il une position de M dans le triangle ptaguelle I'aire du triangle PQR est maximale ?

B

Les points A, B et C n'étant pas alignésM peut s'exprimer comme barycentre du systéme
{(A0);(B;B):(Civ)}-
En utilisant de trois fagons différentes I'assdwitgt du barycentre et les poirfis Q etR, on peut trouver:
BP_y . CQ_a AR B
CPB * AQ 'y ' BRy
D'ou
BP CQ AR

cp* AQ XBR™ 1 (Ménéalaus)

Une autre démonstration permettant d'obtenir aefttion de Ménéalals
repose sur les aires des différents triangles diglae, en notanH le
projeté orthogonal du poiM sur BC].

_ 1 _ 1 Aire(MBP) PB
Aire(MBP) =5MH=PB et AireMCP) =5MH*PC doncyjevicp) = Pc

De mé . Aire(PB —ﬂd" hant qa=¢& . &-¢_¢
e méme, on ro“\’g-\J_Aiire(PCA)'PC Ou, sachamt qQug=4 = -4~ 4"

on trouve
Aire(PBA) - Aire(MBP) PB Aire(MBA) PB
Aire(PCA) - Aire(MCP) ~ PC & 99NC Ajre(MCA) = PC

" . Aire(MBC) QC  Aire(MBA) RA
De méme, on obtlenm% =0A et Aire(MBC) ~ RC

| BP _CQ AR_
puis, par produncpx AQ *BR" 1

Or P est un point deHC] donc il existe un réed de [0;1] tel queBP = xBC De méme il existg
etztels queCQ = yCAetAR = zAB La relation de Ménéalalis permet alors d'obtenir :
xBC yCA zZAB
(1-9BC* (1-y)CA 1 -2AB "1

puis

(1)-(x) x (1y_y) x (12_2) =1 soitxyz= (1 -x)(1 -y)(1 -2) &

Déterminons les aires des trois trianghé¥) BPRet CQP:



Aire(AQR = %XARXAstin(BA/\C) = %szBxa _y)CAxsin(BAC) = z(1 - y)xABXCAX;,In(BAC)

=z(1 - y)xAire(ABQ

De méme, on trouve :
AireBPR =x(1 -2x Aire(ABC) et AireCPQ =y(1 -x)x Aire(ABQ
D'ou
Aire(PQR = Aire(ABC) - Aire(AQR - Aire(BPR) - Aire(CPQ)
= AireABOXx[xyz+ (1 -X)(1 -y)(1 - 2)] = 2xAire(ABCO)xxyz

L'aire du trianglePQR est donc maximale lorsqueyz I'est avec les conditions € x < 1,
0<y<l1, 0<z<1 etxyz=(1-X(1-y)(1-2

Peut-on envisager la symétrie du probléme pour cohge immeédiatement que cela est

A 1
realisé pourx =y=z=5 ?



Etude dans le cas de deux variables :
Soit a trouver le maximum aab, al1[0;1], b(J[0;1] etab= (1 -a)(1 - b)

Considérations algébriques

1 L 1 P+1-2 (t-1)°
On at T2 2 pour tout > 0 avec lI'égalité pour=1 cart+ -2 = =( ) >0

t t t
Sixy=1,
(1+X(1 +y) =1 +x+y+xy

1 .
=1+x 5t 1> 2 + 2 =4 avec égalité lorsque= 1 ety = 1.

Donc
1 8 1 <;
1+x 1+y~ 4
Poson$:1+xetb:liy.
Dans ce cas,
1 1 X__y . .
(1-a)(1-b):(1-1+x) (1'1+yj:1+x1+y:ab’ al[0;1] etblJ[0;1]

On a donc trouvé

1 L, 1
ab< 2 avec egalité lorsque=y = 1 donc lorsqua=b = >

Retour vers une configuration connue
ab=(1-a)(1-b)

revient a
ab=1-a-b+ab
soit encore
at+b=1

Le probleme initial revient alors a recherche kestangles d'aire maximale parmi les rectangles

i : : o , R . 1
de périmétre 2. La solution est connue, il s'agitu carré de cot%. Ainsia=b =5

Version algébrique 1
Onaa+b=1etnotonsn = ah

: ; : . 1 /
a etb sont solutions de I'équatioff - X + m= 0 de solutionX = Sk -m.

NI

L 1
Pour queX soit reel, il faut quen< 7

. L 1
Le maximum est donc réalisé lorsque= 2 et dans ce caX¥ =5

NI

On trouve ainsa = b =



Version algébrique 2
Onaa+ b=1etoncherche encore le maximunabte
Pour tous réela etb, a fortiori dans [0;1],
(a-b?>0 soita® +b?*- 2ab> 0
D'ou, en ajoutantab dans les deux membres
a’ +b” + 2ab> 4ab soit @ +b)*> 4ab

On a donc
(a+ b)?

ab< 2 avec égalité lorsqua ¢ h*’=0iea=b
Ora+b=1

1 s : .
donc, pour tous reetsetb de [0;1],ab<;1 avec egalité, et donc maximum ici,

NI~

. . 1., .
lorsquea = b. Dans ce cas, le maximum a lieu lorsque b etab =2 doua=b=

Version fonctionnelle
Puisquexy = x(1 - x), I'étude de la fonctiox — X(1 - X) sur [0;1] montre I'existence d'un

. 1 , R
maximum pourx =5 (ou en remarquant que cette fonction est cella galynéme du second

degré dont la courbe est une parabole ayant urdexgymeétrie, la concavité associée donne
I'existence du maximum).

Version probabiliste

Aux réelsa etb de [0;1], on peut associer deux evéneméngs B dans un espace probabilisé de
probabilitéP tels que
a=P(A) etb =P(B)

ab=(1-a)(1-b)
peut d'interpréter en
~ P(A) P(B)=(1-PA)(1-P(B)
soit

P(A)+P(B)=1 et B=A

On recherche donc le maximum B¢A) P(A) soit dex(1 - X) pour x dans [0;1], ce qui a lieu par la
continuité de la fonction et sa symétrie en soriemibu en les extrémités. Les valeurs étant nalles

Lo , . 1
extrémités, ce maximum a lieu e E



Un détour par la géométrie dans l'espace
On peut également visualiser la courbe intersedtien deux surfacesz = ab avec celle d'équation
a + b =1 et remarquer la présence du maximum.

LSRN




Retour au probleme avec trois variables :

Version algébrique

2
t2 +t1 -Z:(t-tl) 50

Sla, b etc sont trois réels de [0;1] tels gabc= 1, ils ne peuvent s'annuler (sinon le produipeet étre

1 1
On at +3 > 2 pour tout > 0 avec I'égalité pour= 1 cart +3- 2=

1
nonnul)c-ab
(1+a)(1 +b)(1+c)=1+ab+ac+bc+abc+b+a+c
=2+ b+1+1+b+ +1
TeTab TphTy 4% ab

> 2+ 2+ 2+ 2 en utilisant le premier résultat,
=8

- 1 soit encore =

1
~1-x
De méme pouy etz

xyz=(1-X)(1-y)(1-2) - 1 X1-

Posons "1+a

y z 1 1-1+4x X
y'1-z =lora=775-1="73">1Tx
de méme poub etc.

= abc=1
1 1 1 1
Orxyz=(1-X)(1-(1-2 =737 +p*1 +c <8

avec egalitt sa=b=c=1

s 1
c'est-a-dire pox =y =z =5

Version géométrique

Par composition d'affinités, on peut ramener laagion initiale a celle d'un triangle équilatefdC.
Caractérisation du centre de gravité ?

Par affinité, on peut ramener la situation a wenigieABC équilatéral ou la recherche de I'aire maximale
serait équivalente.

Mais la situation géométrique reste a démontreoatquoi pas caractériser le centre de gravité ??

Utilisation de la situation de deux variables :
On a
xyz= (1 -X)(1 -y)(1 -2 pourx,yetzentre O et 1.

Le produitxyzest maximal lorsquey etz le sont.

Peut-on I'affirmer puisqu'il y a une relation entrg etz ?

Commez # 0 (sinon le produit est nul et on peut trouver valkeur du produit supérieure), on peut écrire
xy=k(1-x)(1-y) aveck=—"—7—

d'ou, successivement :
Xy =K - kx - Ky + kxy
(1 -K)xy + kx + ky = k

6



Sik#1,

kK-kx-Kky Kk(1-x-V) . :
XY ="7_ Kk - 1.k ¢t le produitxy est maximal poux + y = 0 et comme ces valeurs sont

positives, lorsqu& =y = 0 donc le produit est nul.

Sik=1,
. oz . . 1
(1 - K)xy + kx + ky = kdevientx +y = 1. Ce cas a été vu et le produitest maximal lorsque =y =%

1-z 1
k = 1 donnant alorsz— d'ouz =5



