I. La projection stéréographique

Considérons une sphér® et un pointN de cette sphére (que nous pouvons assimiler e nord").
La projection stéréographique est la projectiortraéade la sphére sur le plan tangent au péle sud.
Notons P) ce plan tangent au point diamétralement oppog®aniN sur la sphereS), le pointO.

Cette transformation est alors une bijection deplaére §) privée du poini sur le plan®P).
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a) Considérons un poim, distinct deN, sur §). Notons ) la droite d'intersection entre les plan tangents
a (S aux pointaN etm.

Soitd le projeté orthogonal commun aux poiNtetm sur la droite §).
On a

(NmNd) = (mdmN)




b) Notons Q) la droite d'intersection du plan tangenteg la sphereS) et (P).

Puisque les plans tangents Mret enO (le plan P)) sont paralleles alorsl\lf'r;Nﬂd) = (M?n;Mf)), et le
trianglemMD est isocéle eD.
De plus, le plan tangent &hest perpendiculaire &) donc @) [ (Nw)
De méme,q) [J (Nm)
Donc ©) O (Nwm)

Or les droites ) et (&) sont paralléles car elles se trouvent a l'intgige d'un plan avec deux plans
paralleles et, de plus, les poifsm, M, w, d, D étant coplanaires, on obtient

(&) O (mMD)
S R est un point dek), en appliquant le théoreme de Pythagore dansrilsylesRdmet RDM et
puisque le trianglenMD est isocéle eD alorsRmMest isocéle eR et

(MRMM) = (MMMR). ()



c) Utilisons ce résultat pour démontrer que lagutipn stéréographique est une transformation corgo
(c'est-a-dire qu'elle conserve les angles).

Soit {) une tangente &) enm de projectiorM sur ).

Soit alors T) la droite projection det)(sur @).

Nous savons que l'angle de droites formé par laedfdM) avec la droitet] d'une part et avec la droite
(T) d'autre part sont égaux.



Considérons deux tangentds) (et t2) a la sphereS) au pointm et leurs imagesT() et (T2) par la
projection. Elles contiennent donc le pdihfprojeté du poinin par la projection stéréographique.
Notons

R=(t) n (Ty)
et

Q= () n (To).

Les trianglelRMm et QMm sont des triangles isoceles respectivemerR enQ donc ces deux points se
trouvent sur le plan médiateur dal.

Ce plan est un plan de symétrie de la figure. l&afmmé entre les droites) et ¢,) est €gal a I'angle
formé entre Ty) et (T).



Les Loxodromies

Un des premiers problemes de la navigation esbdaaitre la position respective des endroits qure '
désire relier et la route a tenir en haute mer dlar de I'un a l'autre. Ce probleme avait faiirmmense
progres avec l'invention de la boussole, vers 130I@ permettait de tenir un cap défini a parérla rose
des vents, que les navigateurs appelaienthumb de vent. La ligne parcourue sur le globe terrestre
s'appelle dans ce cas, Uuogodromie(du gredoxossignifiantoblique, de traversgt dromos qui signifie

courseou route). (On appelle loxodromies sur la sphére les courbefogt un angle constant avec tous les méridieas.projections
stéréographiques des loxodromies sont des splogjagthmiques.)

Les portugais eurent I'idée de développer la sartacglobe terrestre en étendant les méridiengeed

droites verticales coupées perpendiculairementlgmmaralléles a I'équateur. C'étaient les premiére

cartes employées par les navigateurs, appebess plategparce qu'elles sont en quelque sorte formées

de la surface du globe qu'on a aplatie.

L'intérét de cette disposition des méridiens paledl verticalement tient en ceci que la trace dsseau

qui parcourt un certain rhumb de vent, autremenladoxodromie se marque sur la carte par une ligne

droite, puisque les intersections de cette route gas méridiens se font a angle constant.

Son inconvénient réside dans le fait que, sur tecdes paralléles se retrouveront tous de la méme
A longueur, égale a celui de I'équateur alors qu'en

réalité, ils sont de plus en plus courts & mesure

gue I'on se rapproche du pole.

Pour préserver également l'angle avec les

paralleles; Gérard Kremer dit Mercator (1512-

1594) eut l'idée d'espacer ceux-ci de plus en plus

a mesure que l'on s'approche du pole.

» Lalongueur du parallele situé a une latitgdest
proportionnelle a celle de I'équateur, une

. , , 1

réduction d'un facte Cosh'

Si on veut que l'angle de la carte soit égal aicelu
gue l'on mesure sur le bateau (le rhumb), il faut
gue les triangles sur la carte soient semblabbes au
triangles réels qu'ils représentent (ces triangles
sont en réalité sphériques, mais sur une distas®ez goetite, ils peuvent étre assimilés a desgtaan

plats). 3° Nord

En ne tenant pas compte de I'échelle de la carfgarallele L
situé a la latituden, n entier, sera représenté a la hauteur cos 3

h(x) au-dessus de I'équateur avec : 2° Nord I 1
h(X) = g S . cos 2°

cosl® cos2 co 1° Nord L
tcos 1°

Equateur

Pour une valeur réelle quelconque d'argla hauteur sur la carte par rapport a I'équateug

¢
S $ -
J cog B =In| tan(2 +4) |,

0
ou les angles sont exprimés en radians.



Carte du monde de N.Visscher en 1652 utilisantdgeption de Mercator

En 1599, l'anglais Edward Wright (1580-1615) puhliee

1 A H n n
table de sommei Coshr ou lesdy sont pris de 1" en 1
k

dans un ouvrage intituléertaine Errors in Navigation
corrected

Dans une publication parue en 196 dansRagosophical
transactions Edmund Halley (1656-1743) revient sur

travail de Wright et y présenfen easie Demonstration of th
Analogy of the Lagorithmick Tangents to the Memdlane

or sum of the Secantl.y montre en particulier qusur le

Globe, les lignes de rhumbs font un angle constesgc

chaque méridien, et, ..., également un angle conaiaatt les
méridiens en projections stéréographique sur lenptie

I'équateur.
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La spirale logarithmique est la courbe pour laguidingle en un point entre la droi@N\) et la tangente
en ce point est constant.

R KRR

On en trouve une illustration dans Récréations Mathématiques et Physigdi€@zanam (1640-1717).
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Elément d'une planche de récréations Mathématiefuielysiques, tome Ill, Ozanam.

Dans la projection stéréographique de centre um gttdle plan de projection le plan de I'équatesr, |
méridiens sont des rayons d'un cercle de centrade de I'autre pdle.

Le rhumb choisi comme exemple par Ozanam est ind@60° sur les méridiens. La ligne polygonale
AHIKL donne une idée discrétisée de la loxodromie. Een, éd projection stéréographique étant une
projection conforme, c'est-a-dire, conservant tegles, la ligne projection fera également des angle
constants par rapport aux projections des meéridiens

En coordonnées polaires, si la loxodromie a pouatgnr =r(0) alors
' g
r

T =Tan(i80 9 et dona(0) = ke™®9 et la courbe est une spirale logarithmique.
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