La géométrie au service des corps flottants.

Historique.

Archiméde est le premier scientifique a s'étre pécde la théorie des corps flottants. Le mathémeatic
ne se contente pas de poser la célebre loi qui Itéguilibre: il détermine, pour des corps sphéeis)
cylindriques ou paraboliques, dans quel cas |'dgaildoit étre stable ou instable. Mais comme le
remarque Lazare Carnot rapporteur en 1814, pastitiit, avec Poinsot et Sané du mémoire de Dupin
(Applications de Géométrie et de Mécanique, a laiMaraux Ponts et Chaussées, etc ... pour fairte suli
aux Développements de Géométrie, Paris, Bachel&2), la principale difficulté provient davantage
des mathématiques que de I'hnydrostatique.

En admirant la force d'esprit qu'exigeaient cesnpiers résultats d'une science
alors dans I'enfance, on ne peut s'empécher d'avguiene méthode qui doit, a
chaque corps nouveau dont on s'occupe, recourireanduveaux moyens de
solution, ne soit d'une étude et d'une applicaggtiémement pénibles.

Deux géometres reprirent les recherches du sawarn®ylacuse, au dix-huitieme siecle, c'est-a-dire
presque deux mille ans plus tard. Pierre Bougursgit d'abord, pendant les loisirs que lui laissa
voyage qui lui permit de mesurer un arc de méricherédiger le Traité du navirér@ité du navire, et de
ses mouvements, Paris, Jombert, )74@ texte reste fidéle & Archimede, Bouguer aglapt point de
vue géomeétrique et barycentrique qui évite le daluiégral et lui permet donc d'étre compris par le
maitres constructeurs. Euler qui reste fidele angshode au dire de Carnot, a choisi la géométrie
analytique. Dans les deux cas, on considére querfes flottant admet un plan de symétrie, ce ggstn’
pas une bien grande restriction pour décrire dess&aux de guerre ou de commerce!

Dupin

au lieu de se tenir toujours infiniment pres de g position d'équilibre,... ,
considéere a la fois toutes les positions qu'un sqrput prendre.

Certes Bouguer avait déja cherché au chapitre dengon Traité a dépasser le cas trop particulier de
I'équilibre et remargquant notamment que

Certains navires conservent bien leur situationibamtale tant qu'ils sont au
port: mais aussitot que quelque puissance un pee,fcomme l'impulsion du vent
sur les voiles, les fait pencher d'une quantitgpan grande, ils ne se relévent que
tres difficilement; et ce qui est le comble de reafh puisqu'il faut périr, ils
continuent quelquefois a s'incliner, quoique la sawqui a fait commencer leur
inclinaison, cesse d'agir. au lieu de se tenir ¢aug infiniment prés de chaque
position d'équilibre, - , considére a la fois tailes positions qu'un corps peut
prendre.

Il donne alors les dessins de deux courbes métamaes produisant deux situations opposées, mess C'

a Dupin que revient l'idée de déduire les propsiét&ométriques de la surface métacentrique de aelle
la surface des centres de carenes, dont elle etvieloppée. Le métacentre défini a l'origine comme
point limite d'une condition d'équilibre doit doétre pensé comme le point caractéristique d'urfacsur

Le probleme passe donc du terrain de la Mécaniquedud de la Géométrie Pure, et les développements
apportés par Monge et ses éleves (courbe indieaticections conjuguées...) vont permettre d'esipos
plus simplement et d'enrichir ce que Bouguer eeEaNait déja poseé.

Métacentre 1



Autour de I'équilibre.

Le plan de flottaison est le plan de la surfaceelibu liquide. Ce plan sépare le corps flottantlenx
parties. La partie la plus intéressante est lanearéest-a-dire le volume du corps immergé. Leetide ce

plan sur la figure est la droitdB). Le poids du corps flottant induit une force eate P appliquée au
centre de gravit€. Ce poids s'équilibre avec la poussgequi s'exerce au centre de gravpede la

caréne. La loi d'Archiméde permet d'affirmer quiée sorps flottant est en équilibreﬁ +P=0.

Ligne de flottaison

-

Coupe du corps flottant perpendiculaire au plasyhaétrie.

Comme le poids du corps immergé est constant, lsgse doit correspondre a un volume de liquide
déplacé constant, on dit que la flottaison estas@te. Cette force, dite de poussée s'exerce ane akn
poussée, le centre de gravité de la caréne. Cé¢ pest pas le point d'application de la pousséente
I'indique I'exemple d'un flotteur sphérique.
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Comme la poussée d'Archiméde est constante, tiréa partie immergée est constante, pour toute

position d'équilibre du navire.
e E G U = s
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Bouguer, Euler et Dupin représentent le mouvemeat ain référentiel attaché au bateau. Comme le
montre la figure précédente, cette convention delmam lecteur un temps de réflexion, car la ratatio
induite sur la représentation est opposée au tenged du bateau. Ceci posé pour un déplacemeqice
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correspond pour un déplacement infinitésimal dan8OB' les ongletsAOA'etBOB' doivent avoir le
méme volume.

Comme ces deux volumes sont tous deux éga@x fais la surfaceQ est le centre de gravité de la
surface de flottaisorAB]. On déduit les énonceés suivants :

- Pour des déplacements isocarénes petits, laiflott passe par un point fixe qui est le centrgreeité
de la flottaison initiale. On appelle ce pointkntre de flottaison.

- Toutes les flottaisons isocarenes enveloppentsumace, lasurface de flottaisgnqui est en méme
temps le lieu du centre de gravité des flottaisons.

Si, toujours dans le cadre d'un tout petit déplaserd on appellea et b les centres de gravités des
ongletsAOA'etBOB' précédents. Notons égalemé€nle centre de gravité de la partie commQ@#*EBR

Le centre de poussée dans le premier cas kEsbarycentre des poingset Q affectés des coefficienta
etV , volumes respectifs de l'onglet et de la paimmune. Dans le secorfél)e barycentre des poinits
et Q affectés des mémes coefficients. La drodf)(reste donc toujours parallele a la droi)( En
faisant tendred vers 0, la droiteq(3) tend vers une tangente a la surface de poudség gae 4b) tend,
elle vers la flottaison.

* Le plan tangent en chaque point de la surfacgdessées est paralléle a la flottaison correspuada
» La poussee restant perpendiculaire au plan d&iBon est donc la normale a la surface des pesissé
passant par le centre de poussée.

Le métacentre et la courbe dQEZ.

Examinons la situation autour d'une situation dléga. Pour simplifier nous ne considérons qu'un
déplacement autour d'un axe longitudinal (rous8xercent au centre de gravité du na@ret au centre

de poussé€ deux forces égales en intensité et opposées gquefd donc un couple. La normal@®)
pivote autour du centre de courbure de la courbpalessée que nous appellerons le métacémtee
I'eéquilibre. L'équilibre est donc stable si et seuént si le poin se trouve a l'extérieur du segme@Q]
donc si et seulement si le rayon de courbuem Q de la courbe de poussée est supérieur a la distanc

QG =d o

o/
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Comme pour un baton que I'on tenterait de poseicament sur l'eau, si le centre de gravité gep”
haut", le moindre déséquilibre provoque la chutebéton. Le couple agissant sur le navire est égal a
produit du poids du navire par la distance entsedieux axes d'application des deux forces (le petidis

poussée). On appelle bras de redressement, etdtergénéralemenlgz, la distance séparant le centre de
gravité et la verticale contenant le centre dermar®n a, en considérant des orientations biersigspi

EZ = C:!EILA sin@) :

- Si EZ > 0, c'est-a-dire si le moment tend a redressealgre anrs(ElL/l > 0 et le pointM est donc au-
dessus de G.

- Si EZ < 0 c'est-a-dire si le moment tend a retournevalare anrsCR/l < 0 et le pointM est donc au-
dessous de G.

Ceci confirme que le centre de grav@édoit étre au-dessous du métacemrg@our qu'il y ait stabilité.
"Méta" ici, comme l'a voulu Bouguer, signifie laupl haute hauteur possible du centre de gravité du
navire.

-

Extrait d'une planche tirée @#émens de I'Architecture navale ou traité pratique
de la construction des vaisseguar Duhamel du Monceau, Paris, 1763.
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Extraits d'un article publié dans BRYC, revue duwilles Royal Yacht Club :
Il'y est donné pour plusieurs angles de g@lela position du centre de gravité du navire (lenp®), le

centre de poussée
Sur la figure on voit que plus le bateau s'inclplasQ s'écarte de la verticale e

COURBE DE STABILITE STATIQUE

=
E Position des centres B et G
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La tangente a la courbe au point d'origine estrapggsentation de la stabilité initiale du batealus la
pente est raide, plus le bateau est stable enguoditoite.

Sur cet exemple, la distan& est maximale pour un angle de gite aux environgdeyui est I'angle de
stabilité maximale. Si la force qui incline le bateest plus grande que le moment redressant are lpo
bateau se rapproche du point de chavirement. Bievesit toutefois, cette force est celle du vensdas
voiles et elle diminue au fur et a mesure que tedaase couche.

Plus on incline le bateau au-dela de 70°, plusistaadcegz diminue jusqu'a un angle dQ est de
nouveau exactement aligné av@@ 120°. Dans ce cas le bateau est en équilibtabies; le moindre
mouvement peut soit amorcer un redressement, agsiec un chavirement complet. En effet, apres 120°

Q est passé de l'autre c()té(ﬂ;esoitgz < 0 et le moment entre les deux forces contribaetenant au
chavirement. A 180°, le bateau est stable a I'enver

Sans entrer dans les détails théoriques, queldesopbints a considérer ?

- Le point de chavirement doit étre le plus loirsgble.

- Le bras redressant a I'angle de stabilité maxardalt étre le plus grand possible.

- La surface sous la courbe doit étre la plus gegrabsible, en stabilité positive et la plus peiitesible
en stabilité négative. En effet la surface soumlabe est l'intégrale du moment redressant, a‘eéte le
travail nécessaire pour incliner le navire jusqyaint de chavirement. Autant ce travail doit &rand
pour le bateau droit, autant il est utile gu'iltdeiplus petit possible pour le bateau chaviréalidra en
effet une vague assez forte pour fournir ce traataglinsi redresser le bateau.
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Catamaran : Dés que la coque au vent quittg,lleacentre de caréne est dans la coque sousiie ve
et bouge relativement peu, le moment est alors @éjgnaximum. Plus le bateau se leve, plus le
moment diminue, et il devient négatif avant qupdeat soit vertical a cause du poids du mat. Langl
de chavirement est donc inférieur a90°

ULDB : Ces bateaux trés larges et de carengppefonde ont une grande stabilité initiale de forme
Leur point de stabilité maximale est toutefois smivassez bas et ils ne doivent un point de
chavirement acceptable qu'au poids de leur bullzelatlongueur de leur quille. Malheureusement,
une fois chavirés, leur grande largeur les ren@dzassables également. On voit que la courbe
descend beaucoup plus bas que celle des trois ajutiitards.

Half tonner. Beaucoup de voiliers de course ale®es 1960 a 1980 ont été dessinés en fonction
d'une jauge qui favorisait des formes extrémess drehitectes ont créé des bateaux qui manquent de
certaines qualités. Dans l'exemple présent, oh wme bonne stabilité initiale et un bon bras de
stabilité maximum, mais celui ci est a un faiblglande gite (environ 40°). On voit un point de
chavirement inférieur & 120°et une assez graneedaistabilité inversée.’

Croiseur 1970. On voit que ce bateau a tousalemtages sur le half tonner, a I'exception de sa
stabilité initiale. Il gitera donc plus vite sotisfluence d'un vent relativement faible, maisaiifira

un vent beaucoup plus fort pour le coucher, unai@dmeaucoup plus forte pour le chavirer et une
autre beaucoup plus faible pour le redresser. Bigrtout cela se fait au prix d'une vitesse de eoqu
plus faible accompagnée d'un déplacement et dheréieé plus grande a taille égale. La meilleure
jauge pour la sécurité en mer est celle qui fagods type de construction, mais cela freine la
recherche technologique et l'innovation

. Croiseur 1920. On voit ici le méme raisonnemanisse a l'extréme. Trés faible stabilité initiale

donnant des bateaux extrémement gitards que lemerucune peine a amener presque mat dans
I'eau. A ce point toutefois, ce bateau est a sapleomaximum et il faudra encore fournir un travalil
considérable pour le retourner Une fois retoureénbindre clapot suffit a le redresser tant il est
instable. Cela est du a des caractéristiques gieméent indésirables pour un croiseur moderne :
faible largeur, faible franc-bord, quille trés ppotle et rapport de ballast proche de 50%.
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La courbe métacentrique.

Si le navire présente un plan de symétrie longitaigi, la surface des poussées a la méme symétrie. L
métacentre M, qui, comme nous l'avons déja vuleepbint caractéristique de la développée de cette
surface décrit dans une coupe transversale undeauron appelle courbe métacentrique. En un point
d'équilibre Q, la courbe de poussée correspondal# éoupe transversale, présente une tangente
horizontale. Lui correspond sur la courbe métaagurtrun point de rebroussement de premiere espéce.

Le théoreme de Bouguer.

Quand la flottaison passe d&B) a (A'B) la poussée passe de a

— —

Q
S

A

Extrait du traité de Bouguer.

F'. Si nous appelond la poussée de

l'onglet AOA! la poussée de la part®@A'B est doncF - f. Il
suffit d'ajouter a cette derniére la pousé_éede l'ongletB'OB pour
obtenir F* = F — f + f' ou encoreF - F = ' -

Comme les onglets ont le méme volunfé, - f constitue un
couple dont le moment par rapport a I'axe de rquaissant pa®
peut se calculer en intégrant le moment d'une h@mtémentaire

de baselS de hauteufsituée & de O, qui vautk’dSp.

e
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Le symbolep désigne la masse volumique du liquide. On a demedment du couple en O qui vaut

M= pex?ds
S
ol I'on reconnait daride moment d'inertie de la surface de flottaisen/ x° dS

S

On calcule le moment d&' - F eny centre de poussée de la premiére situation qui ﬁawnultiplié
par le déplacementy sur la courbe de poussée. Br= pV (V le volume de la carene), soit encore
[ = pVr 6. On retrouve donc la Ibide Bouguer

I=rV.

On a donc intérét pour augmenter le rayat donc faciliter la condition de stabilité> a a augmenter
I'inertie de la surface de flottaison (flotteuraldnciers, etc.)

! Cette démonstration reste trés proche de celBun dans Applications de Géométrie et de Mécamigula Marine, aux
Ponts et Chaussées, etc. pour faire suite aux D@veients de Géométrie, Paris, Bachelier, 1822dfiii

Nous allons démontrer dans un instant que les mtame@mples des deux onglets FAF'B divisé par lg¢ate de AMBm et
par le volume de la caréne, sont égaux en somnrayon de l'arc 0 que parcourt le centre de caréioesque le plan de
flottaison cesse d'étieAA'F, et devienBB'F'. Donc le rayon dgy est simplement égal au moment d'inertie de l@itale
aFAF' (moment pris par rapport a I'ak€") divisé par le volume de la caréne.
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Cette derniere figure montre comment Euler (dacigntia Navalis, Oeuvres complétes série 2, osuvre
de mécanique et d’astronomie, vol 18, 19, TruesBaltimore, 196y a procédé pour trouver la condition
d'équilibre. Les moments des deux onglea8 et aoA sont tous les deux proportionnels aux quantités

: . . 2AB . .
po - GVetqo + GV, le moment résultat sera lui proportionngaa+ qo =—3  Ce qui permet d'obtenir

une condition ou n'interviennent que des pointslad@osition initiale. Notons enfin que trouver la
distance entre le centre de gravité et le centrpalssée supérieure au cube du segment de flottaiso

. . B’ . .
divisé par 12 fois le volume de la carene (G%/) est conforme avec ce qui précede puisque dans le

L AR o .
cas d'un raisonnement plan la quantyts représente bien l'inertie de la flottaison.

Figure du traité de P. Bougudiraité du navire, de sa construction et de ses mm@ntsParis, 1746

source La géométrie au service des corps flottahts; Sinégre, Frédéric Vivien, IREM de Rouen,
Actes du colloque de Liege - Enseigner la géomdties le secondaire, IREM de Reims Reims, 2003
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