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Une structure fractale est une structure géomeédriqui se répete, semblable a elle-méme,
guelle que soit I'échelle a laquelle on I'obserer parle alors de similitude interne.

Les ensembles fractals jouent un role central dengés diverses théories scientifiques.
s'agit, par exemple, de la forme des nuages opéigites d'or, de celle des cdtes maritimes ou des
hautes montagnes, de la répartition des galaxies lspace ou encore de la turbulence ou du chaos.
La musique, elle aussi, se trouve avoir des facétdetales.

L'histoire des fractales ainsi que le nom fract@lmmence en 1975 avec Benoit Mandelbrot a
partir de son essaes Objets Fractals : forme, hasard et dimengdont il est donné en [4] une autre
édition) mais les premiéres figures fractales cesnilatent de la fin du XfX®siécle. La premiére est
di a Karl Weierstrass qui linventa en 1872 poumtmaw, par une construction explicite, qu'une
fonction continue n'a pas nécessairement de dérivée

Quelques exemples de courbes fractales ; les moresrfractals

* La courbe de von Koch

L'exemple le plus célébre de courbe fractale dsi de flocon de neige de Helge von Koch,
mathématicien suédois qui la publia pour la preeni@is en 1904 et la décrivit comme "courbe
continue sans tangente obtenue par une constriggmmétrique élémentaire.

A partir d'un segment de longueur un, remplacortiete central par deux segments de méme
longueur que lui. Au bout de cette premiere étapas obtenons une nouvelle figure. Nous pouvons
itérer ce procédeé indéfiniment en subdivisant chagis les segments en trois parties dont la partie
centrale est remplacée par deux segments de mégeelor qu'elle. Cette courbe est autosimilaire et
donc fractale car elle reste identique a elle moand on la dilate avec un grossissement égal a une
puissance de trois.

La figure suivante montre les cing premiéres étajge$a construction de la courbe de von
Koch.
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La figure formée de trois courbes de von Koch pacgmme sur la figure ci-dessous permet
d'obtenir ce que I'on appelle le flocon de neigeateKoch.

et A o . o g 8
Il a la propriété d'étre de longueur infinie mdaré gu'il délimite vaut seulemegtde la
surface du triangle de départ. En effet, a chatmmeéde la construction, chaque c6té de la figste e
remplacé par une figure de Iongug’uﬁms plus grande. Le processus répété indéfinirpemive que

la longueur du flocon devient infinie. En comptémtsurface des triangles créés a chaque étape, on
peut démontrer également, par un simple raisonngrpan récurrence, que la surface de la courbe
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équilatéral initial. Ainsi, par passage a la limigeflocon de von Koch délimite une surface finie.

. X . . 8 3(4\"| . . - .
engendrée apres constructions est égale A, E__ — ou Ag représente l'aire du triangle

* Le triangle de Sierpinski

Cet ensemble fractal utilise comme figure de départriangle équilatéral. En utilisant les
milieux de ses cotés, on définit ainsi un nouve&@ngle central que I'on enléve au triangle initial
permettant d'obtenir la figure aprés la premie@ét Il suffit d'appliquer ce procédé aux trois
triangles restants pour obtenir la figure suivakie itérant ce procédé une infinité de fois, orietit
ainsi le triangle (ou fanion) de Sierpinski qua lfetrouve dans la manipulation «Coloriages fraetal
de I'exposition qui utilise des propriétés du tgiende Pascal.
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* La longueur de la coOte de Bretagne

On peut distinguer la similitude des mathématicieigoureuse, et la similitude statistique.
Par exemple, lorsque I'on observe la cote de Bnetagtres haute altitude, elle apparait tres damtel
avec une succession ininterrompue de promontoitedeebaies. Lorsque l'altitude diminue, la
perspective évolue, mais I'aspect dentelé de ka dtmaintient, avec des promontoires et des baies
plus petits. Chaque changement d'échelle soulign@pekrmanence de cette structure. C'est une
similitude statistique.

Aprés le flocon de neige, on peut se demander, eitarfait Benoit Mandelbrot dans ses
travaux, quelle est la longueur de la cote de Brege? La réponse dépend du niveau de détail qu'on
décidera de prendre en compte. La longueur mesrggomenant un compas le long de la céte ne
cesse d'augmenter lorsqu'on diminue l'ouvertureodopas et la longueur devient infinie !

La Dimension Fractale

On peut se poser la question de la dimension dessafgométriques. Par exemple, la courbe
de von Koch, qui possede une longueur infinie cantea I'intérieur d'une surface finie, est davamtag
gu'une courbe sans étre un plan. Sa dimensiorupétisure & un mais inférieure a deux ; on obtient
ainsi une dimension non entiere donnant le degné&glilarité et correspondant a l'efficacité avec
laguelle une courbe occupe l'espace. Le travaidldorental pour définir la dimension d'un objet est
celui de Haussdorff (1919) approfondi par Besiadvitl935) permettant ainsi de définir la dimension
de Haussdorff-Besicovitch utilisée ici.

Il est facile de calculer la mesure d'un objet @ligun a fait subir une contraction (ou une
dilatation) de rappork lorsque l'on travaille en dimension 1, 2 ou 3 :nhsure initiale est
respectivement multipliée payk? ouk®. De méme pour les fractales, la mesure initiatenaultipliée
parn = k? oud est la dimension fractale. Cette derniére difffume dimension ordinaire : elle est un
nombre réel quelconque. Une autre méthode pourrdiéter la dimension fractale d'un objet est de
compter le nombre moyen de motifs répétés contdans une sphére de rayogentrée en un point
donné de I'objet. Ce nombre de motifs est donné pa¢ et la dimension fractale est ainsi égale a :

Inn
d=Ink

Dans le cas d'un objet ordinaire de dimension i2unccarré, si on double le rayon de la
sphére, on multiplie le nombre de carrés par 4 22

Dans le cas de I'exemple le plus simple de strednactale, la poussiére de Cantor, lorsque
I'on triple le rayon de la sphére, on double le bade morceaux obtenus.
Ou encore, lorsqu'on lui fait subir une homothégerapport 3, sa mesure est multipliée par 2

nz_ 0,63.
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. , By ., _In4
La courbe de von Koch possede une dimension feaégale & = n3= 1,26, pour une

échelle augmentée de 3, le nombre de segmentsugpliadr

La courbe de Peano, imaginée par Guiseppe Peah®9én est une courbe fractale dont il est
donné les premieres étapes de sa constructiom figute suivante :

On démontre que la courbe obtenue en itérant dimeténde fois le processus passe par tous
les points du carré (et méme plusieurs fois poutaes). On retrouve ce résultat en calculant sa
dimension fractale : lorsqu'on lui fait subir urantothétie de rapport 3, sa mesure est multiplié® pa

2
soitd :In_9__ln $_2n3_ 2.

Les manipulations de l'exposition «De nouvelles aefigions» et «Des boulettes fractales»
utilisent des méthodes expérimentales pour détemrm dimension fractale d'une courbe. Vous
pouvez consulter [6] et [8] pour plus de détaitssague d'autres méthodes.

L.F. Richardson étudia en 1961 les variations derigueur approchéée) de diverses cbtes
en fonction du pas de longuesifou écartement du compas de longu@et constata que la longueur
variait en suivant approximativement une loi despance em soit

Cc
D

I(e) =n(e)xe= g

ou n(e) représente le nombre de pas de longeeiicessaire pour parcourir la courbe
c est une constante réelle
d =1 +D est la dimension fractale de la courbe

Ainsi, en prenant le logarithme (quelle que soitblase choisie) des deux membres de
I'expression, nous obtenons successivement (aurxpyations pres) :

I(e) =e—CD = cxe—lo ce qui est équivalent a 16@) = Dxlog% +logc
Orl(e) =n(e)xe d'ou logn(e) + loge = Dxlog% +logc
logn(e) - Iog% = Dxlog% +logc

Soit, finalement logn(e) = (D + 1)><Iog% +logc= dXIog% +logc
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La dimension fractald de la courbe est donc la pente de la droite spageger logarithmique

. : 1 , . "
lorsque l'on représenta(e) en fonction deE. La manipulation de l'exposition «De nhouvelles

dimensions» permet ainsi de retrouver expérimemiahe la dimension fractale de la courbe de von
Koch (environ 1,26) en prenant comme approximatiopas de longuewrle diametre des billes.

Comment fabriquer des courbes fractales ?

 Les courbes de von Koch ou de Sierpinski généradiss

On peut généraliser la construction du flocon dgende von Koch et obtenir d'autres courbes
fractales en remplacant le segment initial parligre brisée continue ayant les mémes extrémités et
formée de segments de longueurs strictement inf@se(qui ne sont pas forcément égales) et le
procédé est réitéré a l'infini.

On trouvera dans [5] un programme Maple pour traocercourbe de von Koch généralisée et
découvrir la courbe fractale du dragon.

Un exemple simple d'utilisation de cette méthodesiste a construire la courbe dite du crabe
ou chaque segment est remplacé par un triangle€lesaectangle. Les premiéres étapes de la
construction sont ainsi :

On peut généraliser également la construction idmgle de Sierpinski et obtenir d'autres
ensembles fractals en changeant la figure inigtla partie a enlever lors du procédé a itérer.

Ainsi, le tapis (ou carpette) de Sierpinski s'aftien considérant un carré comme figure

initiale et en enlevant a chaque étape le carrgalate cf)t% de chaque carré existant.
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De méme, on obtient I'éponge de Sierpinski-Mengeéwdant a chaque étape une croix a
l'intérieur d'un cube comme sur la figure suivante

* |.LF.S. (Iterated Function Systems)

Pour utiliser la méthode des I.F.S., il faut tolatbdrd définir un opérateur, appelé opérateur
de Hutchinson, qui transforme toute figure en lanién de ses images par un certain nombre
d'applications affines contractantes : homothétiles rapport appartenant a lintervalle ]0;1[
(diminution de la taille de la figure en respectleg proportions), rotations, translations, afésit
(aplatissements ou allongements le long d'une titrec symétries. Un exemple d'opérateur de

Hutchinson est appliqué sur le logo de l'articlauBilisant trois homothéties de rappErI

N N

Lorsqu'on applique cet opérateur un certain nordbriois, on constate que, quelle que soit la
figure de départ, ses transformations successwaspgprochent d'une figure, elle-méme invariante
par l'opérateur, et qui de plus ne dépend pagladiinitiale.

La figure obtenue en répétant I'opérateur une itéfide fois est le triangle de Sierpinski
comme le montre les premieres étapes représerdapees :
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On peut, par cette méthode construire un opéradeuHutchinson en schématisant les
applications affine's On représente l'image initiale par un cadre dansoin duquel est écrit la lettre
"L", puis on schématise les applications affinatisées par l'opérateur d'Hutchinson en donnant la
figure obtenue sur ce cadre initial. La taille dadres ainsi que l'orientation des lettres carisetér
les transformations opérées. Cela donne, sur I'gbeentilisant le logo :

|_ L

Voici deux exemples, d'aprés [6], dimages frastaletenues en employant la méthode I.F.S.
dont il est donné les cadres schématisant lescapipins affines composant I'opérateur d'Hutchinson.

L) existe des logiciels a télécharger sur intepmir créer de telles courbes fractales. Vous poobéenir ces adresses en
effectuant une recherche avec le mot clef "frastale
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e La méthode du collage

Cette méthode utilise également la méthode |.F.&ur prendre fractale une figure.
Considérons lI'ensemble des images de cette fiquréopte application affine contractante. Il s'agit
d'effectuer le meilleur recouvrement possible dédare initiale par ses images (d'ou le nom de la
méthode). On obtient ainsi une étape du procefisusfit de le répéter une infinité de fois a chaq
nouvelle figure obtenue, image de la figure ingjgdour obtenir une figure fractale. Il y a dansujide
explication plus détaillée de cette méthode.
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