Chapitre I
Généralités sur les fonctions

) Limites de fonctions

1) Fonctions usuelles et opérations sur les limites
cf feuille polycopiée

2) Limite d'une fonction composée

Exemple : Soitf la fonction définie paf(x) = -5x+ 7.

Pour déterminer, éventuellement, les limites afirti, déterminon®s :

A = -3 <0 donc le trinbme est toujours du sign@dei 1, donc le trindme est toujours positiflat= R.
Posonai(X) =X - 5x + 7. ) limu(x) = +o (monéme de plus haut degré ou par la factorispébhimite

lim /X = +e0 donc limf(x) = +e.

X 5 +oo X — -0

De méme eneob.

Théoréme
f, g eth sont trois fonctions telles qle=f 0 g.

Si ()!iinag(x) =hY et ()!iinbf(x) = c) alors()!iinah(x) = c)

Conséquence
Pour étudier la limite enc+d'une fonction, on peut se ramener a une étu@esedroite d'une autre

: 1
fonction en posarX =%

1

: 1 1.
Ex: I|mx5|n)—( —XIeré+x5|nx en posanl(—X

X — +oo

. sinX -
—XIeré+ X - 1 (limite usuelle)

3) Théoremes de comparaison

Compatibilité avec I'ordre au voisinage de ¢o :

Soientf etg deux fonctions admettant des limites finiet!' en -eo.

Si pour toutx d'un intervalle de la formdo}+oo[ (ou pourx assez grand), onf&) < g(x) alorsl < I'.

Comparaisons
Si, pour toutx assez grand(x) < g(x) et si limf(x) = +eo alors lim g(x) = +eo
X — +oo X — +oo

Si, pour toutx assez grand(x) < g(x) et si lim g(x) = -0 alors lim g(x) = -«
X —» +oo X - +oo
De méme ence.

Exemple :
Déterminer, si elle existe, limyx* + 2cosK) + 4 .

X —» +oo

Limites par encadrement (ou théoreme des gendarmes)
Soientf, g, htrois fonctions et désignant un réel owetou .
Si, pour toutx assez grand(x) < h(x) <g(x) et si limf(x) = lim g(x) =|I
X - 400 X > +00
Alors lim h(x) =1

X — +00

Démonstration
Définition (rappel)



2

On dit que f (x) tend versL quandx tend vers+eo si tout intervalle ouvert contenaht contient toutes

les valeursf (x) pour x assez grand. On note
lim f(xX)=L oubien Iimf=L

X — +00 +00

Soit J un intervalle ouvert quelconque de ceritre
Ona:
- d’'une part +I(l)om‘:j =L donc il existe un reeB, tel

que x>B = g(X0J

- d'autre part linh=L donc il existe un réeB, tel
que x>B, = hXY0J

PrenonsB tel queB>B, B> B etB>a.Ona
alors

X>a a(X= f(y< H X
Xx>B = {x>B =490 J = f(30 <
x> B, h(x)[0J
On en déduit que+o!)irﬁ =L

Exemple 2
, . ) ) X5+ sin(X
Déterminer, si elle existe, Ilmjal—2 )

X —» +oo

4) Courbes asymptotes (ou branches infinies)
Asymptotes paralleles a I'axe des ordonnées
Si limf(x) = +e0 aveca réel (ou verso)

X - a

Alors la droite d'équatior = a est asymptote verticaleGy

Asymptotes paralléles a I'axe des abscisses
Si lim f(x) =1 avecl réel (ou eno)

X — +oo

Alors la droite d'équatiop = | est asymptote horizontaleCaen oo (resp. enoce).

Asymptotes oblique
Si lim (f(x) - (ax + b)) = 0 avea etb réels (ou ence)
X — +00

Alors la droite d'équatiop = ax + b est asymptote oblique@ en 4o (resp. ence).

Courbes asymptotes
Si lim (f(X) - g(x)) = O (resp. enc)
X — 400

Alors les courbe€; et Cy sont asymptotes ervoHresp. ence).

1
Exemple : Soif la fonction définie suR* par f(X) = x* +5 etg définie suR parg(x) = X°.

: 1 R
lim (f(x) - g(x)) = lim = 0 (de méme enw) doncC; et Cy sont asymptotes enotet en eo.
X — +0o X — 400



Limites de fonctions usuelles

Limite infinie d'une fonction a l'infini
lim x =400, lim X2 = +o0 et plus généralement, lixl' = +o0, 0 NCJIN*, lim \/?( = +o0

X - +oo X — 400 X - +oo X — 400
+00 Sin est pair
-c0 Sin est impair

lim x = <o, lim X2 = +o0 et plus généralement, liri =

X - -00 X — -00 X - -00

Limite finie d'une fonction a l'infinie

1 1 " 1 . 1
lim Z=0, lim ;=0 etplus généralement , In;y =0,0n0N*, lim ——==0
= A[x

2
X - 400 X X = 400 X X - + X — 400

1 1 - 1
lim 2 =0, lim - 0 et plus généralement , In;gs = 00 nUJIN*

X —» -00 X —» -0 X —» -0

Limites de fonctions usuelles en un réel

1 1 . 1
lim = =+, lim = 400, OnONN*, lim —&= = 4w
x - 0" X x - 0" X XaOJ"\/;(

1 1 .1 J+oo sin est pair
lim T =0, lim 3; =+, lim sr= : . . nOIN*
X0 x-0X X0 -00 S| n est Impair

Opérations sur les limites
Dans les tableaux qui suivent, les limites destionsf etg sont prises soit ero; Soit en +o, Soit en un
réela. | etl' sont des nombres réels.
Lorsqu'il n'y a pas de conclusion en général, taldirs qu'il y a un cas de forme indéterminée.

Limite d'une somme

Sif a pour limite I I I +00 -00 +00
Sig a pour limite ¥ +00 -00 +00 -00 -00
Alorsf +ga pour limite ||+ +00 -00 +00 -c0 FI

Limite d'un produit

Sif a pour limite I [>0 (I>0 |I<0 |I<0 |40 |40 |-00 |O
Sig a pour limite |' +00 -00 +00 -00 +00 -00 -00 (+00) ou (<o)
Alorsf x ga pour limite |I x|' |+00 |-00 |-c0 |40 [400 |-c0 |+00 |FI

. . f N
Limite d'un quotient §dans le cas ou la limite dg n'est pas nulle

Sif a pour limite I I +00  |+00 |-00 |-00 | (+00) OU (<o)

Sig a pour limite I'£0 | (+0) ou (o) |[I'>0[I'<O|I">0|I'<0 | (+00) ou (<o)

1 0 +00 -0 -00 +00 FI
| ]

f -
Alorsg a pour limite

- . f N
Limite d'un quotient §dans le cas ou la limite dg est nulle

Sif a pour limite (I > 0) ou (+0) | (I > 0) ou (#0) | (I < 0) ou (e0) |(I <0)ou () |0
Sig a pour limite 0 restant 0 restant 0 restant 0 restant 0
positive négative positive négative

+o00 -00 -00 +00 FI

f -
Alorsa a pour limite




Eléments de symétrie d'une courbe

(C) est la courbe représentative d'une fonctidans un repére orthogon@l, (i, ).

Changement de repere

Le pointA a pour coordonnées;p) dans le repere, i, ) alorsOA=ari +b i’ . Un pointM du plan a
des coordonnéex,f) dans le repereQi’, ) et (X,Y) dans le repereA(i,|’) ; vectoriellement, cela

signifie queO_M =Xi +yj et AM =XT +Y . Le relation de Chasles sur les vecteurs pernoes al
d'obtenir les formules de changement de repere :

DeOM =0A+AM, on trouve{y “Y+b
Ce changement de repére conduit a une équatianabeitbe C) dans le nouveau repew, (, ) :
MI(C) = y=f(x) dans le repére, i, j’)
= Y =g(X) dans le repéreA(i’, j') en ayant utilisé les formules de
changement de repére

Si g est paire alors I'axé\(]’) est axe de symétrie d€)(
Sig est impaire alors le poirt est centre de symétrie dg)(

On a tracé ici la courbe représenta

d'une fonction dans un repéf@, (i, j ).

Il semble que le poin soit centre de
symétrie de la courbe. La nouvelle
fonction exprimant cette courbe dans le

repered, i , | ) doit étre impaire.




Axe de symétrie

Pour démontrer que la droite d'équation a est axe de symétrie de la courleg

Méthode 1: par le changement de repére
Q est le point de coordonnéesq) dans Q, i, ). On

montre que dans le repe@,(’, '), la courbe C) est
la courbe représentative d'une fonction paire.
Méthode 2

On montre que :

- Sia + x est dan®; alorsa — xest aussi danis;.
-fa+x)=f(a-x

Application :
: e X -x-2
f est la fonction définie sur |R piK) =%+ 1

Démontrer, en utilisant les deux méthodes, quedaeld'équationx = est un axe de symétrie dg)(

Centre de symétrie

Pour démontrer que le poi€(a;b) est un centre de symétrie de la cou®g: (

Méthode 1

On montre que dans le repefe, (', ), la courbe C) est

la courbe représentative d'une fonction impaire.

Méthode 2

On montre que :

- Sia + x est dan®; alorsa — xest aussi dansy.
fa+x) +f(a-x

- 5 =b

Application :
f est la fonction définie sur |R plK) =x3 + 2 - 4

fla +x) M
b

fla—»-M
Ol a-x a a+x

Démontrer, en utilisant les deux méthodes, queietf2(-1;-2) est un centre de symétrie @ (



[I) Continuité d'une fonction

1) Fonction continue en un point

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle contenantdela.

On dit quef est continue e si Iign f =f(a oubien rI]imof(a+ h = f(a

Exemple
La fonction x — +/x est continue en tout point & : En effet, pour tout réed >0, on a )I(ima& =Ja

Contre-exemple: la fonctionPartie entiére
La fonctionPartie entiere qui a tout réelx associe le plus grand entier relatif inférieux anoté E(X),
est représentée ci-dessous.

Pour tout réelx, ona E(X) < x< H ¥ +1

E (=)

E est-elle continue e@ ? R R CEREEEEEEEREREE —

PourxO[1; 4, E(x) =1 donc lim E(x) =1 ! ;

X<—>2 A L C T — i

PourxO[2;d, E(¥ =2 donc lim E(¥) =2 i i ;

. , eps x>2 . 1f----o-- ,t—dlt E E

Ces limites étant différentes, la fonctidh n'admet pas de ! ; | :
limite en 2.Donc E n’est pas continue ed. . ! ; : .

: 0 ; ; 3 3

I )

2) Fonction continue sur un intervalle

Définition

Une fonction est dite continue sur un intervallel est continue en tout point de cet intervalle.
Graphiquementla continuité d’une fonction sur un intervalletseduit par un tracé de sa courbe sur cet
intervallesans lever le crayon

Exemples précédents
- la fonction x+— +/x est continue SUI0; +oo

- la fonction Partie entiére n’est pas continue suR . Elle est continue sur tout intervalle du type
[n;n+1], ot n est un entier relatif quelconque.

Théoréme | %
Si une fonction est dérivable sur un intervallegralelle est continue sur cet
intervalle.

Remarqgue: la réciproque de ce théoréeme est fausse. ol X
Ainsi la fonction x| X est continue sUR sans y étre dérivable.

En effet, elle n'est pas dérivable &n Sa courbe n'admet pas de tangente au point O.

Propriété
Les fonctions usuelles (fonctions polynébmes), cos, v, | |) ainsi que toute fonction construite a
partir de celles-ci, sont continues sur tout wa#e sur lequel elles sont définies.
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Convention : Les fleches dessinées dans un tableau de varimidoisent le sens de variation et la
continuité de la fonction.

Ici f est strictement croissante sltreo;~3 et sur all B 3 2 s
[2;+0[ . Elle est strictement décroissante bt8; 2] . +e0 | | 40 12
f est continue suf-co;~3 et sur]-3;+co[ . J

4 S

3) Propriétés des fonctions continues.
Théoreme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalleet a et b deux réels de .

Pour tout réelk compris entref (a) et f(b), il existe au moins un rée compris entrea et b tel que
f(c)=k.
Autrement dit, 'équationf X F k admet au moins une solution comprise eatret b .

Interprétation graphique f(h)

La drotte (D0 4 équation v =k coupe f
(o) k

lacourbe de § en au moins un point

dont 1'ab scisse est comprise entre @ et &

tia)

Corollaire

Si f est une fonction continue et strictement monotsue
, . fih)
[a; b], alors, pour tout réek compris entref(a) et f(b), )

I'équation f )=k admet une solution unique ddes; b].
k=t (%] 4

Démonstration :
Supposons qué soit continue et strictement monotone sur £iall

[a; b], et soik un réel compris entré (a) et f (b). . : + :
a X

e puisque f est continue sura ; b|, d'aprés le théoréme,

I'équation f k )=k admet au moins une solution comprise eatret b .
e puisque f est strictement monotone s[ﬂt; b], cette solution est unique. En effet, supposorns qu
existent deux réels distinctg et x, tels que f(x) =k et f(x,) =k. On aurait alorsf (x) = f(x,), ce

qui est impossible car la stricte monotoniefdsur [a ; b] imposex # x, = f(x)# f(x)

Remarque ce corollaire s’étend au cas ol est continue et strictement monotone sur un iatkrv
ouvert ou semi-ouvert, borné ou non, les limitesfdaux bornes de I'intervalle étant supposées connues

Exercice : Déterminer le nombre de solutions dgubdionx® + 3¢ - 1 = 0 sur [0;#[, en donner un
encadrement d'amplitude 10
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X - X + 3¢ - 1 est continue suR comme fonction polyndme (ou comme somme de tmistfons
continues).

Etudions plus précisément sur [&f
La fonctionf définie ainsi est une bijection croissante de 4{);sur [-1;4[ (comme somme de deux
fonctions croissantes §0) = -1 et limf(x) = +.)

X - 400

Comme Q@J[-1;+[ (O se trouve dans lintervalle d'arrivée), 0 gaEsun unique antécédent.fed = 0
posséde une unique solution dans {);+

f(0) =-1 <0 etf(1) =3 >0 donc, d'aprés le T.V.l., la solutmise trouve dans [0;1].
En procédant de méme et a l'aide de la calculatitérouve I'encadrement]]0,53;0,54].



Quelgues questions "classiques” lors d'une étude denction

Déterminer ou expliquer I'ensemble de définitiodadnctionf
Les fonctions polyndmes, exponentielles, sinusinus sont définies sik.
La fonction inverse n'est pas définie en 0 ebtecfion racine carrée est définie sur [Gf+
La fonction In est définie sur |0zt

La fonction tan est définie SL}F2+ krcg + KT[|: , kOZ.

Pour certaines fonctions, on peut réduire I'étude autre intervalle lorsque I'on montre que larbeu
possede certaines symétries :

- Sif est paire, on étudiesurD nR+, et on compléte la courbe par symétrie par ragp i)

- Sif est impaire, on étudiesurD nIR., et on complete la courbe par symétrie par rapguort
pointO

- SiC; admet un axe de symeétris) (d'équatiorx = a, on étudid sur [a;+o[ D, et on compléte
par symétrie par rapport A)( (2 méthodes pour les axes ou centres de symetridoit connaitre en
particulier le changement de repére)

- SiC; admet un centre de symét€¥a;b), on étudid sur a;+o[nD, et on complete par
symétrie par rapport au poift

- Sif est périodique de période on étudid surDnl oul est un intervalle de longuelr

. : . . TT o
Lorsquef est, de plus, paire ou impaire, on prendra polintervalle de centr®, ['E;E]’de maniere a ne

considérer par la suite que l'intervalle d'ethe[O;E] et on complétera par symétrie.

Détermination des limites deaux bornes de I'ensemble de définitiorf.de
La limite peut étre évidente
Si la fonction est continue (définition de la dantté) en le point ou I'on cherche la limite, eett
derniere est égale a la valeur en le point (b= f(a)
X— a

Sinon, on utilise une des nombreuses méthodesteoiar de lever l'indétermination (plus haut
degré en l'infini pour une fonction polyndme, faiation par - a lorsqu'une fonction polynéme
s'annule em, quantité conjuguée pour une fonction racine, ...)

Dans tous les cas, on tente de se ramener adamiémites classiques (celles du cours de
premiere ou de terminale). On peut alors effeati@srchangements de variables pour se rapprochmer d'u
limite connue ou plus simple.

On peut également déterminer une limite par coaipan et non pas directement (inégalite,
gendarmes)

On en déduit d'éventuelles asymptotes a la coutimizontales, verticales, obliques. Les asymptotes
horizontales et verticales éventuelles s'obtienpantinterprétation des limites aux bornes de éaride

de définition).

Possibilité de démontrer des asymptotes autresffige® : paraboliques, cubiques, ...). Cette
détermination peut étre facilitée en recherchamt autre écriture dx). Un exercice classique est de
démontrer qué(x) peut s'écrire sous la fornfiix) =ax + b + h(x) avec limh(x) = 0 et on devine que la
droite d'équatioly = ax + best peut-étre une équation de I'asymptotglFe%rlerché
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On peut alors rechercher la position relative deolarbe par rapport a ses asymptotes, et plus e
calculs de distances ou mesures algébriques emtreaurbe et sa courbe asymptote.

Etude du sens de variation de la fonction, pou cel
- Méthode utilisant la fonction dérivée (la pludisée)

On définit I'ensemble sur lequel la fonction esidgble (ensemble de dérivabilité) :
les théorémes généraux assurent |'existencesrdaties sur lesquels la fonction est dérivable shoie
certaines valeurs de lI'ensemble de définition gneréint pas dans ces intervalles, on détermine si la
fonction est dérivable en un point, on utilise poela la limite du taux d'accroissement, il faueta
existe et qu'elle soit finie.
Vous devez connaitre l'interprétation d'une fomction dérivable en un point (graphiquement présence
d'une tangente verticale ou deux demi-tangentéérdiftes). Les contre-exemples classiques sontédonn
par la fonction valeur absolue et la fonction raaiarrée.

On détermine la dérivée de la fonction et on étsdiesigne.

Cette recherche est parfois évidente : somme detepositifs, ...

On utilise parfois le signe du trinbme : il est ongant de maitriser cette technique (du signa de..)
On peut réutiliser un signe obtenu dans une prenmartie de I'exercice (fonction auxiliaire)

On en déduit le sens de variationfde

On dresse le tableau de variationf davec les limites et les valeurs exactes aux Isodee fleches)

- D'autres méthodes sont possibles
somme de deux fonctions croissantes
composeées de fonctions dont on connait les vantio

Utilisation de la dérivée
La dérivée en un point permet de construire desoxppations affines pour obtenir des valeurs
approchées sans utiliser la calculatrice.
On peut mettre en évidence une tangente partieuliéne tangente peut étre déterminée par un ebint
un vecteur directeur, on un point et son coefficairecteur (égal au nombre dérivé), ou une éqgnati
On peut effectuer des interprétations (la dérivaeelquantité est I'expression de la variatioraimstnée
de cette quantité - loi horaire en mécanique)

Recherche des lieux dont la tangente posseédedéliaent directeur.

Il est parfois possible de rechercher des dériggesessives

Construction approchée de la courbe d'une foncléimie par une équation différentielle

(méthode d'Euler)

Utilisation des variations
Détermination d'un extremum éventuel (apres ligustifié) qu'il soit local ou global
Images d'intervalles, détermination du signe dfonetion

Lors de la résolution d'équations liées a la famgtutiliser ses variations et la continuité délaction
pour justifier I'existence de solutions (théorérae daleurs intermédiaires) et en donner un encaem
On justifie pour cela la nature "bijective” d'urmmtion (continue + monotone + intervalle image)

Certaines fonctions bijectives et leurs réciprog@# a connaitre :puissances et racines n-ieme?
exponentielle et logarithme.
On peut alors obtenir une valeur approchée ou ulemeencadrement en utilisant la calculatrice.
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Dresser un tableau de valeurs de la fonction (e$ da cas, il est complet avec les valeurs ourtateb
aux bornes des fleches)

Construction de la courbe représentative d'unetifmmc

On s'aide des questions précédentes pour le tead¢& cburbe. On doit tenir compte du repére indiqué
dans I'énoncé, sinon on le choisira judicieusemeatcalculatrice graphique permet de détecter des
erreurs éventuelles.

On peut également s'aider de tangentes remarquatlese trace de la courbe.

On peut alors contrdler certaines propriétés suggépar la figure, comme la présence d'un élénent d
symétrie ewérifier les résultats précédentsLes tangentes horizontales sont a indiquer.

Il peut ensuite apparaitre des questions résohagihigjuement :

Etude, suivant les valeurs d'un parametre, du nemisolutions d'équations, d'inéquations, ...

On peut également demander de construire la coaprésentative d'une fonction associée a la premier
|, Kf, ...

Détermination de primitives de fonctions

Soit directement, soit en calculant la dérivée @'antre fonction. La méthode de l'intégration patips
est a connaitre.

Il faut connaitre la différence entre une primitstgr un intervalle, toutes les primitives et lanpitive
telle que ...

Calcul d'aires de domaines (en unité d'aire ounenauitre unité)
Vous devez parfois transformer le domaine en urealdmaine isométrique (par une transformations
classique). Il est alors peut-étre plus facile éidniner l'aire de la nouvelle surface.




