Logarithme Népérien

[) Définition - Propriétés
Rappel
La fonction exponentielle est une bijectionResur ]0;4eo[, c'est-a-dire que pour tolk [ ]O;+oo],

I'équation &=k a une solution unique daRs cette solution a été notéekh(

Définition
On appelle fonction logarithme népérien la fonctiootée In, qui a un réglstrictement positif, fait
correspondre l'unique résl tel que ¥ = x ; c'est la fonction réciproque de la fonction
exponentielle.
Onnotera : 10 - R

X - InX)

Conséquences
« Pour tout réek strictement positif , on a IMéX) = x

* Pour tout réel x, on a (BX)= X

*In1=0 etlne=1

e X(]0;+oo[ ety = In(X) = YR et & =x

* La fonction logarithme népérien est une bijectien0 ;+o[ dans IR.

[I) Equation fonctionnelle caractéristique

Théoreme
Pour tous réela etb strictement positifs on a :
In(ab) = In@) + In(b)
Dem : Soient etb deux réels strictement positifs on a :
dna+Inb = dna x dnb = g

Sachant que si =Yy, alorsx=1Iny, on en déduit En+ Inb = In(ab)
Conséquence
Pour tous réels a et b strictement positifs on a :
Ina%l: -lIna;In&=1na-Inb; In\/_ :%Ina

b
Dem : elna;i;l donc -I|e1=In1
dna a a
na-Inb:ﬁI:é1 nh = In &
d b = donc Ira - Inb = In =

On peut écrire b= In(\/g VE) = In\/a + In\/_ = 2In\/§ donc In/_ :%Ina

Pourtoun 0z, & Ina=(dna" = an donc nina = In(ah)

Propriété
Siay, a, ...,a, sontn réels strictement positife (J IN*) , alors

In@q.ap. -+ .ay) = lnag + Inay + ... + Iray,
Dem :
La proposition est vraie de fagon évidente poarl etn = 2
Supposons qu'elle est vraie pour un entigrn
Considérons alors + 1 réels strictement positifsy, ay, ...,an, 84+ 1



On peut écrire I@;.ay. -+ .an.8n + 1) = IN@.80. --- .a4) +In @n+ 1)
puisque Irgb) =Ina + Inb
et de plus comme la proposition est vraie ppun a
In@@j.ap. --- .a) = Ina; + Inay + ... + Iray,

Donc In@j.ay. -+ .aq.an+ 1) =Inag +Inay + ... + I, + In(@, + 1)
c'est-a-dire que la proposition est vraierpo+ 1.
On a donc démontré par récurrence que la propogtovraie pour tout entiernl.

l1) Etude de la fonction logarithme népérien
1) Propriétés
* La fonction In est strictement croissante sur46[
a etb sont deux réels tels que G< b c'est-a-dire tels que™ < ™.
La stricte croissance de I'exponentielle permétrate Ira < Inb.
*Six>1 alors Im>0 et SiOx<1lalorsix<O
De méme par la stricte croissance de la fonction |
* La fonction In est continue et dérivable sur ¥8o et on a In'X) :%
La continuité et la dérivabilité peuvent étre déxhi graphiquement de la courbe de la
fonction exponentielle qui est sa fonction récipregLa formule peut étre obtenue en dérivait e

1= 6 =(€™) = In'K) €™ = In'() x x d'oll I’ §) :%

Remarque (caractérisation par les primitives deration In) :
On appelle fonction logarithme népérien, notée l#n primitive définie sur ]0;e[ qui

s'annule en 1 de la fonctiomx%

e |imInx=40 et lim_InXx = -o,
X 5 oo X -
X>

La fonction In étant strictement croissante, odna2 >In1 donc In2>0.

Alors nIim+ nin2=+w c'est-<'51-direnlim+ In 2N = 400,

00 00

In 2N est donc aussi grand que I'on veut en prenargaz agand.
La fonction In étant croissante, xst 21 ona Ix>In 2N

Donc Inx est aussi grand que I'on veut en preradsez grand, c'est-a-dire g(dlim+ In X = +o0

Pour étudierxlim In X posons X = c'est-a-dire x :)—1<

X>

X =

Lorsquex tend vers O par valeurs positivésend verstoo et on a Ix = In)—1< =-1InX

Donc IimInx= |im -InX=-.
))((; X5 4w X |O +00

* Le tableau de variations de la fonction In est : /
ln

» Résolutions d'équations et d'inéquations
Comme In réalise une bijection croissante dedQsur R
Pour tous réela etb strictement positifsa = b < Ina = Inb
Pour tous réela etb strictement positifsa <b < Ina<Inb
Pour toutx > 0, Ik=y = x=¢




2) Courbe représentative

Onavwvu queXIim InX = -0
x> 4T

La courbe C de la fonction logarithme népéri
a pour asymptote verticale I'ax@y) |

On a vu que In(1 «) a pour approximation
affine x au voisinage de 0,

La courbe a pour tangente au point d'absciss

la droiteT d'équationy = x- 1
(On peut justifier que la courbe se situe &~

dessous de cette tangente) y 5 ] ¥ e ' v p

Les fonctions exponentielle et logarithir
népérien étant réciproques l'une de l'autre, le
courbes dans un repére orthonormal s

symétriques par rapport a la droite d'équatsi -2
y =X
-3
3) Autres limites -4t
Propriétés
. Xlimomlxi(l =1 ou: In(1 +) a pour -5
approximation affinex au voisinage de 0.
Dem : On sait que Ifx) =% . Le nombre dérivé de la fonction Inen 1 esn:tcrjerlL =1.

In(1+h)-In1_

n 1

Par définition du nombre dérivé, on peut doncrécﬂlimo
Donchlimomlh—Jrhl =1 ou encorexlimomlxi(l =1.

Pour une fonctiom dérivable enxg, I'approximation affine dd(xg + h) est f(xg) +f '(Xg)xh

L'approximation affine de In(1Lk) estdonc In1+Idxh=0+h=h

L'approximation affine de In(1 %) au voisinage de 0 est domc

Cela revient a dire que la courbe de la fonctioa pour tangente au point d'abscisse 1 la droite
d'équationy = x

Propriété
. im ™X-0 et Jim xnx=0
X - oo X ))((;

Au voisinage de l'infink I'emporte sur le logarithme népérienxde

Dem : Pourdétermine)climJr Ir17x posonsX =Inx on a alors =X

Lorsquex tend versteo , Inx tend versteo, doncX tend versteo.
Inx _ X Inx _

On peut écrire—==-= donc Ilim —= lim <.
p X e>( X - 40 X X—>+ooex



Or on sait que lim eYX—+oo donc XI|m e—>§(—0 et par consequentllm Ir17x 0.

Interprétation graphique :
On dit que la courbe a pour direction asymptoticaree Ox) au voisinage deco

Pour déterminer XIim xlnx = 0, posonsX :% on a alorsx =>—1<
x>

Lorsquex tend vers O par valeurs positivegs,tend vers do, donc X tend versto

. InX
On peut écrirexinx = X Ini XI nX = X
, InX _ InX _
Or on sait que ImeT 0 donc XIme vl 0 etpar consequentllm xinx=0.
X>
4) Dérivée de In au
Propriété
Si u est une fonction dérivable et strictement positue un intervalld, la fonction In ou qui ax

associe Inf(x)) est dérivable su; etona: (In @) :%
Dem : La fonction In étant dérivable sur,46[, I'application de la propriété de dérivation des
fonctions composées permet d'affirmer que est une fonction dérivable et strictement posisive
un intervallel, la fonction Imou qui ax associe Inf(x)) est dérivable sur,

1_Uu

etona: (|mU)':U'X|n'OUZU'xa:j

[1I) Fonction Puissance réelle

On a vu que pour toat> 0, tout réeb, on pose® = e’
Théoréme

La fonctionx — x*, a réel, est définie dérivable sur ]&fk
Sa dérivée est - x**

Dem :0 x > 0,f(X) = x* = ™

£'(%) = (alnx)’ @™ :a%X“ = ox¢"!

I\V) Logarithme décimal
Remarque
La fonction logarithme népérien est particulieremenéressante du fait de sa propriété de
transformation d'un produit en somme. Mais commetiise, pour écrire les nombres, le systeme
décimal, on lui préfere parfois une autre foncfpmssédant la méme propriété de transformation de
produit en somme mais prenant la valeur 1 lorsqaelO (et donc la valeur 2 lorsgue= 100, la
valeur 3 lorsque = 1000 etc...)
Cette fonction sera appelée fonction logarithmeérndalkc
Définition
On appelle fonction logarithme décimal et on ntiig la fonction définie sur ]0+oo[ par

log : ]O ;+oo[ » IR

X B logx=—=
9 n

Propriétés



*logl=0 et log10=1 ;
* Pour tous réela etb strictement positifs on a :

log(@b) = loga + logp  ; Ioga%l: -logg Io%z loga-logh ; Iog\/_ :% loga
e PourtounJZ, loga"=nloga
_In1_ 0 _
Dem :log 1 =174 10 In10_
_In10_
log 10 =—— N 10" =1
» Soient a et b deux réels strictement positifs
In(ax b)_Ina+Inb_1Ina  Inb
09@D) =590 = In10 10 in10 OB * 0P
In=
1 a_-lna_ Ina _
IOga IN10 In10 In10_ log a
In2&
a__ b _Ina-Inb_1Ina 1Inb i
00, =10~ In 10 in10 in10_lc9a-logb
_In\/_ 2 Ina _1
loga =30 = Tn 1o 2 n10 292
Pour toun U Z ,
Ina _nina__1Ina L
n= = =
098" =116 10 "in10 " °92 — - :
-1 g 10

Remarque

La fonction logarithme décimal étant définie par

logx=klInx aveck=——
g In 10

Il est facile d'étudier ses variations et de donser

courbe représentative.
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