Les Probabilités

I) Le vocabulaire des probabilités

1) Exemple
Une urne contient 3 boules : une bleue, une rouge verte. On tire au hasard une boule de cete&s omnote sa couleur

puis on la replace dans l'urne que I'on agite.i@rators une deuxieme boule de I'urne en notanbskeur.
On dit que I'ensemble des opérations ainsi réaisgonstitue uné&preuve ou expérience aléatoire On peut
représenter I'ensemble des résultats possiblésentualitéspar un tableau ou un arbre :
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2) Evénement
Considéron®2 = {(B,B);(B,V);(B,R);(V,B);(V,V);(V,R);(R,B);(R,V);(R,R)} I'univers ou ensemble des éventualitéde cette
expérience.
L'événement A;={(B,B);(V,V);(R,R)} est I'événement "Obtenir 2 bies de méme couleur"

A,={(B,R);(B,V);(B,B)} est I'événement "Obtenir utmule bleue au premier tirage"
Remarque
Si une épreuve donne comme résultat (B,R), nousgrsudire que I'événement Ast réalisé mais par contre e l'est pas.

3) Evénement élémentaire
Az ={(B,B)} est I'événement "obtenir deux boulesuss".
C'est un événement qui ne contient qu'une seulddaddé. On dit que c'est Bivénement élémentaire

4) Evénement "A et B"
Considérons les événements A, et A; précédemment définis : 1A "Obtenir 2 boules de méme couleur"

: "Obtenir une boule bleue au premier tirage"

Ag : "obtenir deux boules bleues".
Une épreuve étant accomplie, nous disons quenkénént A est réalisé lorsque les événementsef A, sont
simultanément réalisés.
L'événement Aest I'événement "Aet A", noté A et A, mais aussi A A..
Az=A et A,={(B,B)}

5) Evénement incompatible
Reprenons I'événemeng A"Obtenir une boule bleue au premier tirage'oét A, = {(R,R)} : "obtenir deux boules rouges".
Aucune éventualité ne réalise simultanémenet®,; on dit que A et A, sont incompatibles et on note M, =0

Remarque
Les événements élémentaires sont deux a deux iratdnigs

7) Evénements contraires
Soit A; : "Obtenir 2 boules de méme couleur"”.

O
On note A I'événement contraire, c'est-a-dire "obtenir vage bicolore".
O
On a A ={(B,B);(V,V);(R,R)} et donc A ={(B,V);(B,R);(V,B);(V,R);(R,B);(R,V)}
O
Ainsi, si une épreuve est accomplie, I'un et anlement des deux événementeA, est réalisé.

II) Probabilité

1)La no'qo,n de pr'(?bab|llte . . R . . Nombre de | Nombre d'apparitions | Fréquence
Considérons I'épreuve suivante : elle consistenaelaun dé ; lancers du chiffre 1
l'univers associé e = {1;2;3;4;5;6}. Notons {u} I'événement 1000 173 01730
élémentaire "obtenir le chiffiigé, 1<i< 6 5000 Y 0,1688
4 séries d'épreuves comportant 1 000, 5 000, D000 :
000 lancers ont été résumées pour l'apparitionhiffree 1 par le 10 000 1650 0,1650
tableau ci-contre : 20 000 3 320 0,1660




On remarque que les résultats sont trés prochesufosera, comme en physique, que I'on admetvalear exacte" (ou
théorique) de la mesure.

Nous admettrons que la fréquence dg fst une valeur approchée d'un nombre réel congriee 0 et 1 que I'on

appelle la probabilité de I'événemeni}que I'on notegp({ w}). Dans le cas présent, on suppos#fan}) = :—é

Définition

SoitE une épreuve aléatoire. L'ensemble des éventuabt€s= {wy,wy, ..., w}.

- A chaque événement élémentajr@} est associé un nombre réélément de [0;1]appelé probabilité de I'événement
élémentaire (représentation idéale de la frequaeteue p{w}) + p(w}) + ... +p{{w}) =1

- La probabilité de tout événement A est la someserobabilités des événements élémentaires gqointposent.

En particulierp(Q) = 1.

-SiA=0 alorsp(A) =0

2) L'hypothése d'équiprobabilité
Supposons que tous les événements élémentaires wequep({ wi}) = p{w}) = ... = p{w}). On dit alors gu'ils sont

équiprobables. L'égalitg({ wn}) + p({wy}) + ... + p{{wy}) = 1 entrainep({ wy}) = :_rll

Les mots "au hasard", "indiscernable au touchibién équilibré", ... sous-entendent des expérigécgiiprobables.

Propriété
Dans I'nypothése d'équiprobabilité, le nombreltdtéventualités étam, si un événement A est constitué e
m _ effectif de A_ Card(A) nbre de cas favorables a A

n ~ effectif deQ ~ CardQ) ~ nbre de cas possibles

éventualités alors sa probabilité p&h) =

3) Propriétés des probabilités
Probabilité de la réunion de deux événements
Exemple
Un sac contient un ensemble de 50 jetons de foetnds couleurs différentes. 20
sont ronds, 40 sont rouges et 15 sont a la fodsehrouges. 0
On tire au hasard un jeton du sac. Calculonsdaahilité pour qu'il soit rond ou

rouge.

Désignons par A et B les événements :
A : "obtenir un jeton rouge" et B : "obtenir utige rond"
On peut représenter la situation par le schémarte :

Par lecture du schéma, le nombre d'élémentsld® dst 40 + 20 - 15 (on note Card(B)

= 40 + 20 - 15)
40-15)+ 15+ (20-15)40 20 15
etp(a ou B) =0T BRI 25, BB 2B < i) + () - pla et B)

Propriété
Si A et B sont deux événements quelconques p{@su B) =p(A) + p(B) - p(A et B)

Probabilité de la réunion de deux événements ineditvips
Si A et B sont deux événements incompatibles, Am8 = [ etp(A et B) =0
Dans ce caq(A ou B) =p(A) + p(A)

Conséquence

0 0 0
Soit A un événement quelconque. A etsént deux événements contraires doncAA= et ADA =Q.
O 0
L'application directe de la derniére propriétémmi =p(Q) = p(A ou A) = p(A) + p(A).
0
Soitp(A) =1 -p(A)



I Variable aléatoire

1) Définition. Exemple

Q = {wy,wy, ...,w} est I'univers d'une expérience aléatoire suréegst définie une probabilité.

Unevariable aléatoire X est une fonction d@ dansR. Notonsxy, X, X4 les valeurs dX (en généralg < n).

L'événement X prend la valeuk" est notéX = x; et sa probabilitg;,. L'événemenX = x est I'événement qui contient toutes
les issues dont I'image pdrestx;.

Exemple: Chacun des mots de I'expression "par le pluscdydies hasards" est inscrit sur un carton. Oratirbasard I'un des
cartons et on considére la variable aléat&itpii a chaque mot tiré associe le nombre de lafigese mot.

Ici, Q est I'ensemble des six cartons ou des six mot®€vdnement élémentaire est un mot, les événemiémtedtaires sont
équiprobables (tirage au hasard). L'ensemble deargadeX est {2,3,4,5,7} et est not(Q).

La loi de probabilité d& est donnée par le tableau suivant :

Xi 2 3 4 5 7
o | L | 2 | 1 | 1|1
6 6 6 6 6

ex : L'événemenX = 3 contient deux éventualités provenant des deats "par” et "des".

2) Paramétres d'une variable aléatoire
Espérance E(X) = xip; + %P2 + ... +XqPq
Variance V(X) = [x1 - EX)]?py + [%2 - E(X)]?p2 + ... + [Xq - E(X)]?pg = E(X?) - [E(X)?

Ecart-type o(X) :\/V(X)

Liens entre loi de probabilité et distribution dédquences en statistique :

Distribution de fréguences sur E = [x ...,
1 L »

(Fyssass £)

x)

: Loi de probabilicé sur E = {x,..., x |

(Pseees 1,0

fi20:)f=1
Ac E, fréquence de A [1A) = EJ’,
el

Evénement complémentaire : fi4) = T fi4)
Evénements A et B disjoints :

fAUB) = fiA ou B) = flA) + fiB)
Cas numérique :
Movenne empirigue : © = z fix;

oA e 1 A= i By o)
Variance empirique : s~ = Z filx; — x}

Ecart type empirique : 5 =

pr=0: E_J‘JJ- =]

A E, probabilité de A : P{A) = E’U'

Evénement complémentaire : P(A) = 1 = P{A)
Evénements A et B disjoints :

PiauB) = PlA ou B) = P(A) + PiB)
Cas numérigue
Espérance d'une lon P p = E P x;

Variance d'une loi P: o~ = Z Pl — )

Ecart type dune loi P o = .fz,’},{_‘r, —u)

3) Interprétation de la moyenne et de I'écart-typal'une série statistique
La répartition normale
D'une facon générale, en statistique, une répartést ditenormale, si son polygone des effectifs (courbe obtenuestant

les sommets des "batons" d'un diagramme en batofiaspect d'une courbe en cloche (courbe de Gauesiyée erx, la
moyenne de la série.
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N

Dans ce cas, on trouve dans chacun des intervalles



[X -0 ;X + 0] 68 % de I'effectif total
[X - 20 ; X + 20] 95 % de l'effectif total
[X - 30 ; X + 30] 98 % de l'effectif total
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Les diagrammes de croissance des carnets de santé
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Dans les carnets de santé qui sont distribuésegamnaternités, on £ £ gas +
trouve des diagrammes sur lesquels figurent desbhesuqui :
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représentent la croissance somatique des enfamtsrgmaches
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Ces courbes représentent en fonction de I'agejuastiles 3, 25,
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la distribution empirique des tailles. :
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Elles sont basées sur un modéle probabiliste daibdison o e T T S T Rt SR
gaussienne des tailles.
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1V) Quelques rappels de statistigue

La médiane

Lorsque le caractére étudié est ordonnéméaliane est une valeur Me du caractére qui partage lalptpn en deux sous-
ensembles de méme effectif.

La médiane est donc une valeur centrale de I'éilbartil y a autant de valeurs qui lui sont infures que supérieures
Contrairement a la moyenne, la médiane est insensilx valeurs aberrantes

Exemple
Une série de notes est la suivante : 12, 9, 108,181, 12.

Aprés avoir ordonné la série 8,9,10,11,12,12,16)ddiane est 11

Si nous ajoutons la note 5, la série ordonnée degid,9,10,11,12,12,16,
Une médiane est alors toute note strictement cammtre 10 et 11. On appellera l'intervalle ]1ptidtervalle médianet on
définit parfois la médiane comme le milieu de €malle médian.

Construction d'un diagramme en boite (ou boite a mastache)

Méme sur de trés gros échantillons, les quantibes peu colteux a calculer puisqu'il suffit dertliéchantillon par ordre
croissant pour calculer les statistiques d'ordrélpac tous les quantiles simultanément. lls fagent une visualisation facile
de la distribution empirique. Nous savons que ldiam® est une valeur centrale. Pour mesurer ladigm, on peut calculer
I'étenduequi est la différence entre la plus petite qtlles grande valeur. Mais cette étendue refléte lpsisaleurs extrémes
gue la localisation de la majorité des donnéesafpréhende mieux la dispersion d'un échantillonlggintervallesnter-
guartilesetinter-déciles

Définition
On appelle intervalle inter-quartiles l'intervall@, ,5 Qo qui contient la moitié centrale des valeurs éeHantillon. On
appelle intervalle inter-déciles l'intervall@{s; Qo,ol, qui contient 80% des valeurs centrales de I'éilan.

Diagramme en boite

Ces intervalles sont a la base d'une représentaéistompacte de la distribution empirique diegramme en boiteu boite a

moustaches. Il n'y a pas de définition standardiéeette représentation. Elle consiste en une lbetttangulaire, dont les
deux extrémités sont les quartiles. Ces extrénsig@prolongent par des traits terminés par des sggnoethogonaux (les
moustaches). La longueur de ces segments varie $&doauteurs. Nous proposons de la fixer aux eleakirémes. On
représente aussi la médiane par un trait dansitle, led parfois les valeurs extrémes par des p@inis figure ci-dessous).

«  Q valeur maximale
Qo9 décile supérieur

Qo 75 quantile supérieur
Qo s médiane

Qo 25 quantile inférieur
Qo1 décile inférieur

« Qo valeur minimale



