Les nombres complexes

I) Forme algébrique d’'un nombre complexe.
Théoreme

Il existe un ensemble, no&de nombres appel@&®mbres complexgtel que :
CcontientRR ;
C est muni d'une addition et d’'une multiplication péesquelles les régles de calcul sont les
mémes que dank ;
Il existe dansC un nombre non réel, noté i, vérifiant® =i-1 ;
Tout nombre complexes’écrit de facon unique sous la forme, dite algple: z=a+ ib
ou a et b sont des reels.

Définitions
- Le réela est appelépartie réelle dez et est noté Ra).
- Le réel b est appefgartie imaginaire dez et est noté Inzj.
-Sib=0alorsz =a + 0i = a etzest urréel.
-Sia=0alorsz =0 + ib=ib etz est appelé@maginaire pur
- On ne peut pas comparer deux nombres comptexese on compare deux réels.
Par exemple pour 2 - 3i et 4 + 5i.

Premieres conséquenc@sicité de I'écriture algébrique)
Soita, b, a’, b’ des réels
at+tib=a+ib'= a=a'eth=0b
a+tib=0<a=0eth=0

II) Représentation géométrique d’'un nombre complexe
Le plan est rapporté au repére orthonornnetd (O ;u, V)

Définitions
Soit le complexe =a+ib, aetbréels. B(zp)
- Le pointM(2) est appelé lpoint image dez.
- Le vecteur\7(z) est levecteur imagedez \ Az)
o A
- Le complexe estl’affixe du pointM etl’'affixe du vecteu¥. On le

note souventy ou zy.

Affixe d'un vecteuAB T+ o4z

ZnB= 28" 2 Fiz') .7

Propriétés

Pour tous vecteuts et V et tout réeh,

¥

Zy+v =2y+2y
Zyy = aZy

Affixe du milieu d’un segment
Sil est le milieu du segmenAB] alors
_Zpnt Zp
4=72
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lIl) Les opérations dansC
1) Somme et produit
Ces opérations suivent les mémes regles de caleudlandR.

z+z'=..=(@+a)+ib+Db)
zx7'=..=(aa' - bb) +i(ab' + a'b
z=-a-ib

etz -z=@-a+ib'-b
Interprétations graphiques

Si les complexesetz' sont les affixes respectives des poMtstM' et donc des vecteu®M et OM'

* (z + Z) est l'affixe deOM + OM!
* Le complexez est 'affixe du symétrique du poikt par rapport .

. L'affixe deMM' est' - z= @' - & +i(b' - b)

Translation de vecte? = OB
SoitB le point d'affixeb

Le pointM' d'affixez' = z + best I'image du poin¥l d'affixe z par /,.MT (z+h)
la translation de vecteof = OB. / H
M=z )™, B (b
Dem zuw = 2w - 2w = b qui est I'affixe d'un vecteur constant. \\q;-'“ -
dondIM' = U et la transformation est une translation. ol

2) Inverse

1 1 1 -1 - |
si (a;b)#(0;0), on &=3+ib-a+ib’ 2 N :g = aezl +|Ez = i 02t iaz E b2 C’est la méthode utilisée pour

écrire sous forme algébrigue un inverse ou un gobti
Mettre sous forme algébrique l'inverse du biem = 3 - 4i

3) Conjugué d’un nombre complexe
Définition

On appelleonjuguédu complexe z = a + i b, a et b réels, le completé z et défini parz = a— ib.

e o M’ (a + ib)
Interprétation géométrique b
Les images de deux complexes conjugués sont syoegrpar rapport
a I'axe des abscisses (appelé souvent axe dek réels o \ a
Exemples :

Les conjugués respectifs de -3 , i, 1 -0bits3, -i et 1 + 5i. M" (a— ib)
-b

Théoremes

Soit z un nombre complexe.
z est réel si et seulementzsF z
z est imaginaire pur si et seulementsi - z

z+z=2Re(z) et zz=2ilm(2).



Propriétés
Pour tous complexes z et z’ :

e z=z2
ez+z'=z+2 etz-2'=z-2'

« zz'=z 7' et, pour tout entier naturel r(,z”) = (E)n.

IV) Forme trigonométrique d'un nombre complexe
1) Module et arguments d’'un nombre complexe non nul
Définition
Soit z un nombre complexe non nul d'imagéeanhs le plan muni d’un repére orthonormal
direct (O ;u, V), et soit (,0) un couple de coordonnées polaires du point M dans).
- le réel est appelé module deet notég| ;

- le rédl est appelé argument det noté argy). 1
Onadonc: r
4=r =OM _}
— v e
arg) =0 = (u;0M) [2m] S
ir )
Remarque

Tout complexe non nala une infinité d’arguments. 8iest I'un d’eux, tout autre argument zlest de la
forme6 + k2, kOZ.
On écrit alors : ayc® [mod 2  (ou simplement d ). M(z)

Conséquences
= Siz=a+ ib avecaetb réels alors 7| :\/a2 + b2,
= Le module de tout réglest la valeur absolue de
Sz=a | :\/a2 + 0 :\/_2 = k| = k| et le module coincide avec la o a
valeur absolue suR.
= zréel non nul équivaut a amyE 0 [rd.

. o L R n
= zZimaginaire pur non nul équivaut a az)g:éi [mg.

= Soitz un complexe non nul :

argf) = - argQ) [2r] i A
arge) =i+ arge) [2r - g

2) Propriétés des modules et arguments.
Propriétés des modules
Pour tous complexes z et z’ :
|z =0 = z=0.
~2l=[7 =|-2 =]
2| =zz
|z +2|<|z| +|z| (inégalité triangulaire )

[22] = |2ljz



1 =i et
z| [z

=% si z#0, et, pour tout entier naturel dz”‘ =z ".
z

z

4

Propriétés des arguments
Pour tous complexes non nutset z’

arggz) = arg) + argg’) [2r et,  pour tout entier natunel arg(z") =n arg(z) [27]

arg{%) =—argg) [2m]

ar@(z;j = argg’) — arge) [2r

Démonstrations
- Posong =r(cosx + isina) et soitz' =r'(coP + isinB)
zz'=rr'(cox + isina)(coP + isinB)
=rr' (cocod - simsinf + i(cosinB + simcoP))
=rr' (cos@+p) + isin@ + 3))
Commerr' > 0,a + 3 = arggz) (mod 27
= argf) + arge)
- Exemple comme au bac : En ayant comme pré reqpiefaiété précédente, démontrer les deux
suivantes.

3) Interprétations graphiques des modules et argunms
Longueur d’'un segmepAB]
AB 75 - 74|

Mesure de I’angl(eG;ATS)
A et B étant deux points distincts

(U;AB) = args - za) [21]

B
Mesure de I’angl(aA_B;A_C)
AB etC étant trois points distincts
cC-a — — Z, —Z
E(I@_aj = (AB,AC) A arg &€
i Z, T2
Démonstration I c
CommeA, B etC sont trois points distincts, leurs affixedo Y| ©

etcle sont aussi.

arg{g—:i =argt-4d -argb-4d = (0T ;AC) - (T ;AB) = (AB, U’) + (T ;AC) = (ABAC)

Conséquences
Les pointsA, BetC étant trois points distincts :

. . (c-a
- les point#, BetC sont alignés si, et seulement su(grg;) =0
: . - . (c-a
- les droites (CA) et (CB) sont perpendiculsaisg et seulement si, {Ep— a) :g.[rq

Exemple : Quelle est la nature du triangle dorardgs trois point#, B et C d'affixes respectives 1 + 3i, 3 +i
et4+2i?



4) Formes trigonométriques d’un nombre complexe nomul.
Théoreme
Soiz un nombre complexe non nul.
Alorg peut s'écrirg =r(cod + isind) avecr = |z| etd = argg) (mod 27
Cette écriture est appédéme trigonométriquelez
Réciproquement, 3i=r(cod® + ising) avecr > 0, alors 7 =r et6 = argf) [21]

Démonstration

SoitM un point d'affixez, z non nul T M (z)
Soitm le point situé sur la demi-droit®M) et le cercle - '
trigonométrique TS -
. Z o, A i
Alors ma pour affIXﬁ d'une part (vecteur colinéaire, de méme sen 8
o £0s B rcosa
et de norme ... 1) et il existe un réef (U ,O0M) (mod 2) tel quem admet
également cas + isina comme affixe puisqu'il se trouve sur le cercle

trigonométrique.

Donc il existea R tel queTI = co® + isina d'ouz = |( cost + isina)
aveca = (U ,OM) (mod 2).

Réciproquement, Si=r (cosx + isina) avecr > 0

Alors |z| = ... =r

Puis, on & = f7|(cost + isina) et on sait que = [7|(co® + isind) avecO = arg(z) Rm]
Donc, par unicité de I'écriture algébrique,cescod et sirx = sirf

puis ...a =6 (mod 21

Relations de passage entre forme algébregdermes trigonométriques.

Forme algébrique a Forme N
z=a+ib |:\[a2 + b2 : co9 :? et si® = trlgonometr_lque
aetbreéels > z=r(cod + isim)

= |T

a=rcod etb =rsind

Exemples
Déterminer la forme trigonométrique des complegei, 1 +i.



V) La notation exponentielle d’'un nombre complexe an nul.
Définition _
Pour tout réeb on pose :€° = co® + isirg.
Alors, sz est un nombre complexe non nul de modwedont un argument e&ton appelldorme
exponentiellelez I écriture :r =re®.

Regles de calcul sur les formes exponentielles
0 et6' sont des réels quelconquegtr' sont des réels > 0.

rel® =p'e® o (r=r'et06=0"[mod2m])

. cAt . ' .A\N .
r,ele xr.ele - r-r.'el(e-l- 0 ) et (re'e) =r n e' ne, pour tout n deN

1 1 _
e - € 0

re® r

r'el® _r',ie'-e)

r ele r

I"'I T
Utilisations graphiques /M/
Homothétie de centr@ et de rapport k. +/f
SoitQ le point d’affixem etk un réel non nul. 02 O M=k M
Le pointM' d'affixe z' tel que z'— ® = k(z— ) est I'image du poin =1
d’affixe z par ’homothétie de centi® et de rappork. ole *
Démonstration
Z-w=kz-w) = Zaow =K.Zam = Zow =Zkam
ce qui traduit vectorielleme@M' = kQM c'est-a-dire I'homothétie recherchée.
Rotation de centr& et d’angled
SoitQ le point d’affixeo et6 un réel. M
Le pointM' d'affixe z' tel que z'—® = €°(z— ) est I'image du poin
d’affixe z par la rotation de centt@ et d’anglef. 5
£l
Démonstration T M
* SiM =Q alorsz = w etz' = w doncQ est invariant par la transformation VD ok
Z-W_ o H

¢ SiMzQalorsz'- w=€%z-w) = e

Z-w

Fo =FI=1 el =gt <o o

- g—'l\\/'/l =1 et(QTvl,QK/l'): 6 [2r]

Les deux points précédents traduisent la rotagcherchée.




VI) Equation du second degré a coefficients réelsatis C
Propriété

Toute équatioaZ + bz + c= 0, d'inconnue dans laquell@a réel non nulb et c réels admet dan€ deux
solutions, éventuellement égales :

Le réeh = ¥ — 4 a ¢ est le discriminant de I'équation.

* SiA >0 alors I'équation admet deux solutions réetles etz =

-b-/A
2a

* Si A =0 alors I'équation admet une solution réelleldeua =%a

* Si A <0 alors I'équation admet deux solutions compdes@njuguées

-b - i/-A -b + i}[—A

Z1 = 2a etz = 2a

-b +3[A
2a



