Quelques applications du calcul matriciel

Application 1

Matrice associée a un graphe

Le diagramme fléché ci-contre représente des clemliant p quatre points entre eux.

Ainsi, par exemple, la fleche d& versP; indique qu'il est possible d'aller directement

deP, aP,, mais pas d@, aP,

On peut représenter ce diagramme par la matriceedmdtruite de la maniére suivante :

le terme de 1a° ligne et de 13° colonne est égal a 0 s'il n'y a pas de fleche, dersP;, ¢!
ce terme est égal a 1 s'il y a une flech@dersP,.

1) Construire la matrich®! représentant le diagramme ci-contre.

Une interprétation d# 2

On noteN la matrice 4x4 obtenue de la maniére suivantenotabre figurant dans &
ligne et dans I§° colonne est égal au nombre de chemins de longuesiiantP; a P;.
Ainsi par exemple le coefficient se trouvant dampiemiere ligne et la quatrieme colonne est édaktar il y a
deux chemins de longueur 2 reli#h& P, : P,P,P, etP;PsP,

1) Explicitez la matricé\. P>

2) Vérifiez queM.M = N.

Un autre exemple

On considere le diagramme fléché ci-contre. P,

Déterminer le nombre de chemins de longueur 5tadleR; a P.. P,

Py

P3

P3

Application 2 Ps
Chaines de Markov
On imagine deux Tles voisines isolées du reste dode qui n'ont d'échanges de populations qu'efige. ©n

suppose que, d'une année a l'autre, Afler conserve 80% de sa population et accueille 20%hdegants de I'le
Beauté(mariages, par exemple).

On suppose aussi la stabilité de cet échange pemdanertain nombre d'années et, sur chaque flsplde

naissance-déces est nul.

1) On notep, = & le vecteur colonne oa, désigne la population de I'ifzurau début de I'année 200t b,
b
n

désigne la population de I'lBeautéau début de I'année 2000+

Exprimera, . 1 etb, . ;en fonction dey, eth,.

En déduire la matrica telle quep, . 1 = Ap.. (A est dite matrice de transition).

2) Au début de I'année 2008zura 2000 habitants &eauté1000 habitants.

Estimer les populations respectivesfdriret Beautéau début de 2005 et au début de 2025.
3) Reprendre les questions du 2) avec les hypaitseseantes sua, eth, : ap = 1800 ety = 1200.

Application 3
Une certaine espéce de coléoptéres se compordenda@niere suivante :
En moyenne, la moitié des coléoptéres meurentdmigre année, les autres survivent la deuxiémeeanRarmi
ces derniers, les deux tiers meurent durant cetiensle année et les autres survivent une troisiémeée. A la fin
de cette troisieme année, ils meurent tous, mgmramMant chacun d'eux donne naissance en moyesie a
coléopteres.
1) Ecrire la matrice de transition de I'évolutianaktte population.
Quelle propriété posséde cette matrice ?
2) Partant d'une population de 9000 coléoptere8) 2ans chaque tranche d'age, donnez la composi¢ida
population au bout de : un an ; deux ans ; traés Arvotre avis, comment cette population va-t-ételuer ?
3) Prenez la répartition par tranche d'age que wowdez pour une population de ces insectes eteason
évolution dans le temps.
4) Que se passe-t-il si la répartition de la pagparteest (1800 900 300) ?
Méme question avec (36 18 6).
5) On recherche s'il existe une répartition de faimn invariante d'une époque a la suivante. Qystéme
d'équations faut-il résoudre ?

D'apréd._'algébre linéaire par ses applicatioiis). Fletcher, Ed. CEDIC



Application 4
Dans une usine agroalimentaire, on utilise troigéa@ésC,, C, et C; pour fabriquer trois farinds,, F, etFs. Dans

50 75 45
la matriceA =[ 25 15 20] , 'élémenty; représente la quantité de cérédlgexprimée en kg, nécessaire
25 10 35

pour fabriquer 100 kg de farit.

1) Quelles quantités respectives, exprimées eremume fariné-;, F, etF; pourra-t-on fabriquer en utilisant
completement 345 tonnes G¢ 102,5 deC, et 102,5 deC; ?

2) Quelles quantités respectives de céréales se¢optsaires pour fabriquer 2 t de faknes00 kg dd-, et 800
kg deFs.

Application 5

Chercher, s'il existe, une parabole d'équatierax + bx + ¢ passant par les trois poit€5;102,5),B(10;190) et
C(20;440)

Pour la présentation de la réponse, vous construite chaine de caractéres représentant le polysdiungon et
Vous construirez une représentation graphigue gelgadme pour vérifier la validité de cette saduti

Application 6

On suppose que trois circuits de distribution thedise partagent exclusivement les salles de cifiemeaises :
circuit Action (A), circuit Boulevard(B) et circuitCine-club(C). On suppose que; d'un mois sur l'autre, pendant a
moins 1 an :

« A conserve 80% de son implantation, mais en perd dD¥rofit deB et 10% au profit d€.

* B conserve 70% de son implantation, mais en perd 20%rofit deA et 10% au profit d€.

« C conserve 60% de son implantation, mais en perd @0%rofit deA et 10% au profit d&.

On suppose, de plus, que le parc des salles tabte durant cette période.

Si, au départ de I'étude, les parts d'implantegmnt respectivement de 20% p@u50% pourB et 30% pouc,
que sont-elles devenues :

au bout de 3 mois ? de 6 mois ? d'un an ?

Les parts d'implantation finales dépendent-elleldguation initiale ?

Application 7
Le probléme du plus court chemin : Etant donnéraplie orienté et valué (tel que chaque arc possaslgaleur).
Quel est le plus court chemin permettant d'allesaamet au sommeg ? (ou la longueur d'un chemin est la
somme des valeurs associées a chaque arc).
Algorithme de Floyd (1962) : On part de la matré8 caractérisant le graphe qui est défini de la marsaivante
a; = la valeur de l'arad {) s'il existe
: A= (a)1<ij<nOU les coefficients; sont définis pa{aj = oo si l'arc (,j) n'existe pas
8 =0
On calcule de fagon itérative la matris® = @¥;) ou le coefficiena®; représente la valeur du plus court chemin
dei &j n'utilisant que lek premiers sommets. Ainsi, par exem€.s représente le plus court chemin de 4 4 6
n'utilisant éventuellement que le sommet 1.
La solution du probléme est alors fournie A8 puisque cette matrice sera celle des plus cobemins utilisant
tous les sommets.
Les coefficients dA® se calculent & partir de ceux ¢ avec la formule suivante :
a®; = min@*" Yy, ak Y, + ak b,
Cette formule peut se comprendre de la fagon stevan
Le plus court chemin pour aller daj en n'utilisant que les sommets deKest le plus petit entre :
- le plus court chemin pour aller daj en n'utilisant que les sommets deK-dl et entre
- le plus court chemin pour aller daj en passant p&ret en n'utilisant que les sommets dekl-d pour aller dé
ak puis dek aj.

Déterminer la matrice des plus courts chemins
A®) du graphe orienté valué ci-contre :




function applicationl

/[construction de M
M=[0110;0002;0101;100 0]; disp(M,'M")
/lconstruction de N
N=[0102;1000;1001;0110];disp(N,'N")
/IVérification M.M=N

disp(M*M,'M.M")

/fautre exemple
A=[00110;10000,01001,01000;00012
B=A"5;disp(B)

disp(B(1,2),'Le nombre de chemins de P1 a P2 est')

function application2
A=[0.8 0.2;0.2 0.8]
disp(A)

p=[2000;1000]

disp(p)

for i=1:5 do p=A*p; end
disp(p)

/lou AN5*p

for i=1:25 do p=A*p; end
disp(p)

llou A"25*p

p=[1800;1200]

disp(p)

for i=1:5 do p=A*p; end
disp(p)

llou A"5*p

for i=1:25 do p=A*p; end
disp(p)

/lou A"25*p

function application3

A=[006;1/2 0 0;0 1/3 0]

disp(A)

p=[3000 3000 3000]

//évolution de 3 ans

for i=1:3 do p=A*p; disp(p), end
IIvérification du caractere cyclique
for i=1:3 do p=A*p; disp(p), end
disp('Nouvelles conditions initiales")
p=[1800 900 300]’;disp(p)
//évolution de 3 ans

for i=1:3 do p=A*p; disp(p), end
disp('Nouvelles conditions initiales")
p=[36 18 6]",disp(p)

//évolution de 3 ans

for i=1:3 do p=A*p; disp(p), end
/linvariante si de la forme p=[k k/2 k/6]

function application4

A=[50 75 45;25 15 20;25 10 35]

disp(A)

/Isi on pose p=[345 102.5 102.5], il faut résoutirke=p
p=[345000 102500 102500]'

x=A\p

disp(x*100/1000)

[Ix*(50C1+25C2+25C3 pour x*100kg de F1 ...

function application5

A=[2551;100 10 1;400 20 1]; disp(A)
Y=[102.5;190;440];disp(Y)

X=A\Y;disp(X)
disp(‘y="+string(X(1,1))+'x2+'+string(X(2,1))+'x+string
(X(3,1))

A=0:20;

B=X(1,1)*A.*A+X(2,1)*A+X(3,1)

plot(A,B)

function application6

A=[0.8 0.2 0.3;0.1 0.7 0.1;0.1 0.1 0.6];disp(A)
p=[20 50 30]";disp(p)

B=A"3;disp(B*p)

B=A"6;disp(B*p)

B=A"12;disp(B*p)

function application7

A=[0 8 5;3 0 %inf;%inf 2 0];disp(A)
for n=1:3 do

B=A

fori=1:3 do

for j=1:3 do
B(i.j))=min(A(i.j),A(i,n)+A(n,}))
end

end

A=B

disp(A)

end



