Calcul vectoriel

A) Barycentre

Point pondéré

Définition

On appelle point pondéré ou point massif le co(fja) ou A est un point du plan ou de l'espaca ah
réel.

Barycentre de deux points pondérés

1) Définition

SoientA etB deux points de I'espace.

On appelles le barycentre des points pondér@s) et B;b) aveca + b # 0 le point défini par la relation

aGA +bGB = 0

Construction
Soit G le barycentre des points pondéds) et B;b) aveca +b # 0.
On utilise une décomposition par la relation de<lds:

* VVu deA, on a successivement aGA +bGB = 0
aGA + b(GTA + Aﬁ) =0
(a+b)GA+bAB= 0

o > b -
d'ou, puisque + b # 0,AG =3+ bAB

etG est alors l'unique point défini par cette relati@ctorielle.
a

a+bBA

* \Vu deB, on obtient de méneG =

* Vu d'un pointO quelconque de l'espace, onaBGA +bGB = 0
(GO +0M) +b(GO +0B) = §

soit(a +b)GO +aOA +bhOB = T
a
a+b

soit encoreQOG = OA + at bOB

Remarques
Dans le cas particulier db est le barycentre des points pondéfga)(et B;a) oua # 0, on dit qués est

l'isobarycentre dé& etB.

— 1—>

a . . .
at aAB =§AB, l'isobarycentre de deux poirAetB est le milieu du segmenAB].

CommeAé =

2) Coordonnées du barycentre

Propriété

Soient deux pointé etB du plan de coordonnéégxa;ya) et B(Xs;Yg).

Le barycentre des points pondégm) et B;b) aveca + b # 0 est le poinG de coordonnées

_Xat bxg _ayat bys
T~ a+b Ye="3a+p



Dans le cas ou les poin&s et B sont deux points de l'espace et en supposant tmaslonnées
aza + bzg

respectives égales #[ya;za) et Xs;Ys;Zs), il suffit d'ajouter la troisieme coordonn&e= Ath

Démonstration la construction "vu d®" permet de mettre en évidence les coordonnéeidti® dans
un repére d'origin®.

On utilisera pour cela le repe®;(i’; ') dans le plan et le repér®(i’, j, K ) dans I'espace.

Remarque
Dans le cas du plan complexe, si on app&iléaffixe du barycentr& et Za etZs celles deA etB, on a :

Z_aZA+bZB
T a+b

3) homogeénéité du barycentre

Propriété

SoientA etB deux points du plan ou de I'espace.

SoitG le barycentre des points pondérdg) et B; b) aveca +b # 0.

Pour tout réek non nul,G est encore le barycentre des points pondéy&a)(et B;kb).

Démonstration SiG est le barycentre de4(a);(B; b)} aveca+b # 0
alors aGA+hbGB= 0 eta+b#0
k(aGTA + bGﬁ) =0 etk@+h)#0

(ka)GA + (Kb)GB = 0 etka+kb#0 cak#0
etG est également barycentre dé&{a);(B;kb)}.

4) position du barycentre
Nous avons vu gque pour tous poiAtet B de I'espace et € est le barycentre des points pondéres)(

a
+

et B;b) aveca +b # O,Aé =
(AB).

a bATB. Les vecteurdG etAB sont colinéaires et le poifd se trouve sur

5) Réduction vectorielle

théoréme

SoientA et B deux points du plan ou de I'espacesele barycentre des points pondérsa) et B; b)
aveca+b #0.

Alors, pour tout poinM de I'espaceaM_A +bMB = @a+ b)M_G
démonstration Il suffit la encore de considérer la constructia d'un pointvl quelconque.

remarque Cette derniere propriété permet de retrouverdssitats précédents :

« En considérari¥l = G dans I'égalité, on trounaGA + bGB = (@ + b)GG = 0
a
a-+

« En considéranl = A, on trouveaAA + bAB = @a+ b)A_é SOItAG = bA_B

Barycentre de 3 points
1) Définition



SoientA, B et C trois points du plan ou de I'espace affectés defficents respectif®; b et c, avec
a+tb+c#0.
Le barycentrés des points pondéréé;a), (B;b) et (C;c) est défini de maniere analogue par

aGA +bGB + cGC = 0
Premiére Construction

En utilisant, comme pour le barycentre de deux tgpila relation de Chasles avec différents poirts d
vue, on trouve :

— — C —
VudeA,AG—a+b+CAB+a+b+CA
. , — _ — — C —
Vu deO, un point de l'espacedG =, (OA+  p+ OB ta+p+ cOC

2) Propriétés

Le barycentre de trois points vérifie les mémeppétes que le barycentre de 2 points :

* homogénéité du barycentre : le barycentre desppondérésA;a), (B;b) et C;c) oua+b +c # 0 est
eégalement le barycentre des points pondé&gsy, (B;kb) et (C;kc) pour toutk # 0.

* L'isobarycentre de trois poings B et C étant le point vérifiandGA + bGB + cGC = 0 , c'est le centre
de gravité du triangl&BC.
* réduction vectorielle :

pour tout poinM du plan ou de I'espacm\/TA +bMB + cMC = @+b+ c)Mﬁ
* Le pointG a pour coordonnées, dans un repédei(, j°, K) de I'espace :
(axA+ bxg + Cxc aya+ byg +Cyc aza+ sz+c2c)

a+b+c ' a+b+c ' a+b+c

3) Associativité du barycentre

Propriété

Soit G le barycentre des points pondér@s), (B;b) et (C;c) oua +b +c £ 0. Il existe alors au moins
deux coefficients dont la somme est non nulle. &1ea + b # 0 par exemple.

SoitH le barycentre (dit partiel) dé\f@) et B;b).

G est alors le barycentre dd;4 + b) et (C;c)

Démonstration SoitG le barycentre deX(a), (B;b) et C;c) oua+b+c#0

alorsaGA +bGB +cGC =0 (1)
CommeH est le barycentre du systeme de points pondArésdt B;b) aveca +b # 0; on a, vu du point

G,GH = at buA t9+ buB soit aGA +bGB = (a+b)GH (2)

La soustraction de (2) a (1) permet d'obteair (o)GT—| +cGC=0 avec d+b)+c+0etGestle
barycentre deH;a + b) et (C;c).

4) Coplanarité

Propriété

SoientA, B et C trois points non alignés de l'espace.

Le barycentres des points pondérésg), (B;b) et (C;c) oua +b + ¢ # 0 est un point du plan défini par
les trois point#, B etC.

Démonstration Comme les trois point&, B et C ne sont pas alignés, ils définissent un uniqua (#x

Les vecteuré\B etAC n'étant pas colinéaires, ils définissent une dasee plan.
3



Vu deA, le barycentr& des points pondérés;g), (B;b) et (C;c) se traduit par

- b - C
A 'a+b+cAB+a+b+

AC
Comme le vecteuhG s'exprime en fonction des vected etAC, en utilisant les résultats de

coplanarité étudiés dans le chapitre sur le calecloriel, ces trois vecteurs sont coplanairesepbints
A, B, C et G sont coplanaires.

Barycentre de 4 points ou plus

De la méme maniére, on étend a quatre points stigdudéfinitions vues pour le barycentre d'unesyst
pondérés a 3 points :

Définition

n
Le barycentre des points pondérésiy,a;), (Az2,ay), ..., (Ana,) ou . g # 0 est l'unique poin® défini par
i=1

n
Z aGA = 0
i=1

En particulier, la propriété d'associativité setileyour la construction du barycentre

Remarque importante :
n

n —
Sid> a =0alorsle vecteLE aMA; est indépendant du poikk ; il existe donc un vecteur constant
i=1 i=1

n
tel quez aMA = G.
i=1



